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Testes de Significancia

- Amostra de dados multivariados:

Comparagdes de Méedias Vv E sempre possivel aplicar testes de significancia ppra

Multivariadas as variaveis isoladamente

- A diferenca entre as médias para dois grupos pode ker

testada separadamente para cada variavel
Ho: My = Hp. OUHy — 1, =0

- Cada teste tem uma certa probabilidade de levar a uma

conclusao errada

(nivel de significancia)
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 Importante:
v O uso repetido de testes de significancia individuais
pode aumentar a probabilidade de se encontrar
}‘alsamethe pelo me.nos uma'dlfe.renga S|g.;n|f|.c.anAte. Comparacio de Valores Médios — Duas

- Ha maneiras de aj_ustar niveis de S|gn|f|caq( a Amostras
para permitir a aplicagdo simultanea de muitps
testes

v Pode ser preferivel conduzir um Unico teste usandp a
informacao conjunta de todas as variaveis.
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- Variavel de interesse:

Exemplo
Vv tl: comprimento total (bico a ponta da cauda), em
- Bumpus (1898) mm
- Pardais sobreviventes de tempestade - Amostras:
Vv Dados de 1/Fev/1898 v Grupo 1: 21 sobreviventes
v Medidas morfolégicas e peso de 49 passaros fémeas Vv Grupo 2: 28 ndo-sobreviventes
v 28 morreram, 21 ndo morreram Vv Assume-se que sejam efetivamente amostfas

aleatérias de populacbes muito maiores (e

« Dados:birds.csv(birds.tx
V( D sobreviventes e ndo sobreviventes
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. Questao (sob o ponto de vista das populacoes): - Estatisticas descritivas da amostra:
v As duas médias populacionais s&o significativamente Sobreviventes Né&o sobreviventes
diferentes? nx S n, X% S
+ Questdo (sob o ponto de vista das amostras): 21 157,38 3,32 28 15843 388
VA diferenca média observada é tdo grande quq é - Andlise grafica:
improvavel que ela tenha ocorrido caso as méd|as )
populacionais sejam iguais? £ ] i :
[
E 8
[&] .
) aIII\E delad
Sobrevivencia

. Comandos em R: Teste t Combinado para [, — M,

V Estatisticas descritivas . Uma Unica variavel X, considerando que
[ Gesceisivac-aggzegate (comp, by=list (schrev), mesma variacéo nas duas populacoes
FUN=function(x) c(mean = mean(x), sd = =d(x)))
D eotenas < o (b raomrian) v Caso Homocedastico

> rownames(descritiva) <- linhas
> colnames(descritiva) <- colunas
P descritiva

média desvio.mean desvio.sd

Hipodtese nula:

alive L 157.320852  3.323796 \/ HO: M=M= 0.
v Box-plot . Estatistica de teste: Ty = 1= X2

> # Box-plot

>

> dev.new (width=S5, height=4)

> boxplot (comp~schrev, names = c("alive", "dead").,
+ xlab="Sobrevivencia", ylab="Comprimento (mm)")

v S,: desvio-padrao combinadc Sp n% + %
Distribuicdo amostral:

Hy
Iy ~ t(nl+n272)
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Estimador Combinado de o2

- Se a variancia populacional é a mesma para
duas populacdes, parece razoavel combinar,
duas variancias amostraig® S>2.
v Como?

- Estimador combinado d#*:

(1 —1)S} + (np — 1)S3
ny+ng —2

2 _
2=

V' S,2 pode ser escrito como uma média ponderada:

2 (n1—1) o (n2—1) o 2 2
= S S5 =wS 1—w)S
Pon 4ng—2 l+n1+ng—22 wSi + (1 - w)5

« Os pesos dependem do tamanho das amostras

Exemplo

- Pardais sobreviventes:
V Consideradas variancias populacionais iguais

> t.test(comp ~ sobrev, var.equal=TRUE)

Two Sample t-test

Hata: comp by sobrev
t = -0.993, df = 47, p-value = 0.3258
mlternative hypothesis: true difference in means is not equal to 0

95 percent confidence interval:

-3.170113 1.074874

sample estimates:

lean in group 1 mean in group 2
157.3810 158.4286

V Diferenca ndo é significativamente diferente de ze
ao nivel de 5%

- N&o ha evidéncia de uma diferenca na média populacio
entre sobreviventes e ndo-sobreviventes

as
as

ro

hal
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- Comentarios:
VO teste é robusto para desvios moderados |de
normalidade das populagbes
(particularmente para tamanhos amostra2®)
v A suposicdo de homocedasticidade néo é crucial se a
razéo das duas variancias verdadeirps
(populacionais) estiver entre 0,4 e 2,5)

- O teste é particularmente robusto se os tamanhos amosfrais
forem iguais ou quase iguais.

Vv Caso néo haja consideracdes de nido normaliddde,
mas as variancias populacionais forem bastapte
desiguais
- Teste t modificado (Teste de Welch)
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Teste t Modificado (Welch)

- Supondo variancias populacionais diferentes:
Vv Hg: My — 4, = 0 verdadeira:

* Xl - X?
V Estatistica de teste: To % . 52
ny n2
Ty oy
V Distribuicdo amostn=" PR
(#+7)

e

_ Graus de liberdade G (@)

np—1 na—1

- Parav nao inteiro, arredonde para menor inteiro majs
préximo (mais conservativo para rejeitag)H
(pacotes estatisticos calculam com valores nao inteiros)
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- Se h& indicios de nao-normalidade e ¢e
variancias desiguais:

Vv Pode ndo ser possivel testar confiavelmente| a
diferenca entre as médias populacionais

v Pode ocorrer um nimero excessivo de resultados
significantes
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Comparacao de Médias para 2 Amostras —
Caso Multivariado

- Exemplo:

V Teste t dos pardais para as variaveis:
— tl: comprimento total (bico a ponta da cauda), em mm.
- ae: extensdao alar, (ponta a ponta de asas), em mm.
- bh: comprimento bico e cabeca, em mm.
- hl: comprimento do imero (0sso brago), em polegadas.
— kI: comprimento da quilha do esterno, em polegadas
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Exemplo

- Pardais sobreviventes:
v Consideradas variancias populacionais diferentes

teste.comp<-t.test(comp ~ scbrev, var.equal-FALSE) ¥ heterocedasticidade

Welch Two Sample t-test

15 not equal to O

sample estimates:
mean in group 1 mean in group 2
157.3810 158.4286

V Diferenca néo é significativamente diferente de zgro
ao nivel de 5%

- N&o ha evidéncia de uma diferenca na média populaciopal
entre sobreviventes e ndo-sobreviventes
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« Questao:

Vv Algumas dessas varidveis parecem ter valoles
médios diferentes para as duas populaces?
(sobreviventes e ndo sobreviventes)
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. Teste t combinado:

v Supondo-se mesma variancia para duas populacdg
(graus de liberdade: 47)

Sobreviventes  N&o-sobreviventes

S

Variavel ) B Za 53 t p-valor
Comprimento total 157,38 11,06 15843 15,97 -0/99 0,337
Extensé&o alar 241,00 17,50 241,57 32,35 -0[39 0,698
Comprimento do bico e cabega 31,43 0,53 31,48 0,/3 —-0,20842
Comprimento do Umero 18,5p 0,18 18,45 0,43 0,33 0,743

Comprimento da quilha do esterno 20,81 0,58 20,84 1,82 0,10-| 0,921

Vv Em nenhum caso ha qualquer evidéncia de uma

diferenca na média populacional entre sobreviven
e ndo-sobreviventes
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Teste T2 de Hotteling

« Sejam duas amostras com tamanhp® m, de p
variaveis X, X,, ... Xp.
v Vetores de médias e matrizes de covariancias amos
— Amostra 1: Xi e S1.
— Amostra 2: Xs e S,.
v Assumindo-se igualdades das matrizes de covariarn
populacionaisX;= %,)
- Estimativa combinada da matriz de covariancias
(1 —1)S1 + (n2 — 1)S2

S —
P ny+ng —2
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. Comentarios:

Vv Se considerarmos as 5 variaveis conjuntamente,
sugestao de uma diferenga entre a populacéo dos
grupos?

- O total aponta para diferengas de médias entre populag

de pardais sobreviventes e nédo sobreviventes?
- Teste multivariado para verificar a difereng
entre os dois vetores de médias populacionais

V Teste P de Hotteling
(generalizagdo da estatistiépn t
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ha
lois

a

- Estatistica ¥de Hotteling:

o minz(X1 — X2)'S, (%1 — %2)
0 — N

ny + ng

Vv Valores grandes de 2T oferecem evidéncia de
diferenca entre os dois vetores de médi
populacionais

« Distribuicdo amostral sob 1
(ni+ny—p— I)Tg

Hy
o= (n +na—2)p ~ B u+na—p-1)-
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» Pressupostos para aplicacdo do teste:

v Normalidade multivariada

- Amostras provenientes de popula¢gdes normalme
distribuidas

v Homocedasticidade:
- Matrizes de covariancias populacionais iguais
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hte

Exemplo

V Pardais: TesteZlpara as variaveis:
— tl: comprimento total (bico a ponta da cauda), em mm.
- ae: extensdao alar, (ponta a ponta de asas), em mm.
- bh: comprimento bico e cabeca, em mm.
- hl: comprimento do imero (0sso brago), em polegadas.
— kI: comprimento da quilha do esterno, em polegadas
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« ViolacOes dos pressupostos

VEm geral, desvios moderados de normalida
multivariada ndo afetam seriamente a concluséo
teste (Carter et al., 1979)

Vv Se os tamanhos das amostras séo iguais (ou qu
iguais), diferencas moderadas entre as matrizes
covariancias populacionais ndo sdo importantes.

Vv Pode-se usar teste modificado se as duas matrize
covariancias populacionais e os tamanhos amost
sdo muito diferentes

- Apoia-se na suposic¢ao de normalidade multivariada
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« Comandos em R:
v Vetores de médias amostrais:

> mean.list <- lapply(unique(sobrev),

* function(x) colMeans (pardal [pardalsscbrev==x,-1], na.rm=T)
> mean.lise

(n

o ext cabeca umero esterno
)95 241.00000 31.43333 18.50000 20.80952

comp ext cabeca esterno
158.42857 241.57143 31.47857 18 20.83929

v Matrizes de covariancias amostrais:

> cov.list <- lapply(unique (sobrev),

+ function(x) cov (pardal [pardalssobrevesx, -1]
+ use="na.or.complete”))
> cov.list
[
comp exc  casbeca umere esterno
comp  11.04761% 9.10 1.5566667 0.8700 1.2861905
ext 9.100000 17.50 1.8100000 1.3100 0.8800000

cabeca  1.556667 1.81 0.5313333 0.1880 0.2396667
umero 0.870000 1.31 0.1890000 0.1760 0.1325000
esterno 1.286190 0.88 0.2396667 0.1325 0.5749048

rezn

cabeca umero esterno

comp 17.190476 2.2428571 1.7460317 2.9306878
ext 02 8836 2.9502646 4.0656085
cabeca 7 4127 0.4695503 0.5590212
umero 950265 95503 0.4344312 0.5058862

estermo 2.930688 4.065608 0.5590212 0.5058862 1.3209921
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. T2de Hotteling — Comandos em R: Testes Multivariados vs. Testes Univariados
(Pacote Hotelling)

V T2 de Hotteling « Testes univariados n&o significantes e teste
Tierery (Recetting) multivariado significante:

> split.dados = split (pardal(,-1],pardal$sobrev)
> x = split.dados(([1]]

b« - st asdon c21) vV Teste global acumula evidéncias das variayeis

T2<-hotelling.stat (X, V)

T2$statistic

i individuais

V Teste F de Hotteling - Teste multivariado nédo significante e alguns tegtes

b ajuste <- hotelling.test(.~sobrev, data = pardal)
ste

s univariados significantes

V Evidéncia de diferenca fornecida pelas variayeis
significantes é superada pela evidéncia de |ndo
diferenca fornecida pelas outras variaveis
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« Errotipo | (univariado):

Vv Encontrar resultado significante quando, em realidgde,
as duas amostras vém de populagbes com mgsma
média.

« Quanto mais testes individuais séo feitos, majlor
€ a probabilidade de se obter, ao acaso, pglo
menos um resultado significante

o B v Um teste multivariado (por exemplo, 02 Tde

v Um teste univariado, com = 5% . _ Eo .
-95% de resultado ndo significante quando as médias Hotteling coma - 5@ oferece uma prObablhd?dE
populacionais s&o as mesmas de 0,05 de erro tipo |, independentemente do nimero

o . de variaveis envolvidas
V p testes univariados (supostos independentes):

-0,9%: probabilidade de se obter nenhum resultgdo
significante quando as médias populacionais sédo as megmas

-1-0,99: probabilidade de pelo menos um teste significante
guando as médias populacionais sdo as mesmas

- Se p=5, entdo 1 - 0,95 0,23 (se testes independentes)
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Ajuste de Bonferroni - Restricdo ao uso do ajuste de Bonferroni:

Vv Se p é grande, os niveis de significancia aplicados
aos testes individuais se tornam extremos

V Parad yopy = 5% € p = 10, tem-sél;,gyiguar = 0,5%

- Em geral, o uso de um anico teste multivariadd é

mais adequado do que conduzir um grangde

ndmero de testes univariados

Vv O teste multivariado considera apropriadamente| a
correlagdo entre as variaveis

- Controla a probabilidade total de erro tipo
guando sédo aplicados varios testes univariados:

- Exemplo: Deseja-se nivel de significancia global
de 5%

v Conducéo de p testes individuais (univariados) cgm
nivel de significanciax = 5/p %

v Probabilidade de se obter pelo menos um resultgdo

significante quando as médias populacionais sao
iguais € menor ou igual a 5%
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Comparacao Variancias — Duas Amostras

- Comparacéo de variagao no caso univariado
Comparacéo de Variabilidade — Duas . Teste F:

Amostras V Estatistica de teste,; _ Sé Ho
S

2
- n;: tamanho da j-ésima amostra
- & variancia da j-ésima amostra
Vv Razbes significantivamente diferentes de
evidenciam que as amostras sdo de duas populaq
com variancias diferentes

Fny—1),(ng—-1)-

(@23

Técnicas Multivariadas em Satide - 2015

Prof. Lupércio Franca Bessegato - UFJF



Métodos Multivariados em Saude - 2015

 Restricdo ao uso do teste F:
V Ele é bastante sensivel a suposicéo de normalidad
Vv Resultado significante pode ser devido ao fato

uma variavel ndo ser normalmente distribuida e n@

pela desigualdade entre as variancias

Vv Alguns autores ndo recomendam o uso do teste
para comparar variancias

Técnicas Multivariadas em Satde - 2015
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- Variavelconp:
V Estatisticas descritivas:

itiva<-aggregate (pardalScomp, by=list (pardaldscbrev),
tion(x) c(mediana = median(x), variancia = var(x)))

# FUN:
linhas<- c("alive", "dead")
rownames (descritivas$x) <- linhas

descritiva$x

Blive 157 11.
dead 159 1

v Teste de Levene — medianas:

b library(lawstat)
> ajuste <- levene.test (pardal$comp, sobrev, location="median")
P ajuste

modified robust Brown-Forsythe Levens-type test based on the absolute
deviations from the median

data: pardal$comp
Test Statistic = 1.447, p-value = 0.235

v Valor observado néo evidencia heterocedasticidad

- Se ocorresse selecdo estabilizadora, nao-sobrevive
seriam mais variaveis
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- Teste de Levene
V Alternativa robusta para comparar variancias

V Principio do procedimento:

- Transforma os dados originais em cada amostra
desvios absolutos da média amostral

- Teste t para verificar um diferenga significativa entre (
desvios médios nas duas amostras

. Teste Schultz, 1983

v Procedimento:

— Similar ao teste de Levene, utilizando desvios absolutos
mediana amostral

Técnicas Multivariadas em Satide - 2015

- Mediana — Demais variaveis

> medianas$scbrev <- factor (medianas$scbrev)
> levels (medianas$sobrev) <- c("alive", "dead")
> medianas<-aggregate(. ~ scbrev, data=pardal, FUN=median)
> medianas$scbrev <- factor (medianas$scbrev)
> levels (medianas$sobrev) <- c("alive", "dead")
> medianas
scbrev comp ext cabeca umerc esternc
1 alive 157 240 31.4 18.5 20.6
2 dead 159 242 31.5 18.5 20.7

Técnicas Multivariadas em Satde - 2015
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. Teste de Levene — demais variaveis: . Teste de Levene — demais variaveis:

.\/ eXt ensao B ajuste.ext <- levens. test (pardalSext, scbrev, location="median")

> ajuste.ext V @St €I NO | ssusce.estems <= levens.test (pazdaiSescarns, sobrav, Iocaricr=rmedian”)
> ajuste.estemo

deviations from the median modified robust Brown-Forsythe Levene-type test based on the absolute
deviaticns from the median

data: pardalSext
Test Statistic = 1.403, p-value = 0.2422 l

data: pardalSesternc
= 1,984

Vv cabeca

> ajuste.cabeca <- levene.test (pardal$cabeca,scbrev, location="median”)
> ajuste.cabeca

modified rcbust Brown-Forsythe Levene-type test based on the absclute
deviations from the median

data: pardalscabeca
Test Statistic = 0.6638, p-value = 0.4133

\/ UITEI’ (0] > ajuste.umero <- levene.test(pardalSumerc, scbrev, location="median")
> ajuste.umero

modified rcbust Brown-Forsythe Levene-type test based on the absclute
deviations from the median

daca: pardalfumer
|Iasr. Statistic = 3.6559, p-value = 0.06198

Técnicas Multivariadas em Satde - 2015

Técnicas Multivariadas em Satde - 2015

- Teste de Levene — Variaveis individuais: Comparacao de Variagcédo — Caso

Vv Transformac&o para desvios das medianas amostr Multivariado
(graus de liberdade: 47)

=,
)

- Comparacéo de variacao no caso univariado

Sobreviventes N&ao-sobreviventes

Variavel &4 s2 g s3  Estatistica p-valo| ° TeSte F:
Comprimento total 157| 11,06 159 15,017 1,447 O,ﬂBS \/ Estatistica de testeF _ S_% Hy F
Extensao alar 240 1750 242] 3285 1408 032 07 6z 7 Tm-lne=1)
Comprimento do bico e cabega 31/4 0,63 31|5 0,73 0,664 4190 B nj: tamanho da j-ésima amostra
Comprimento do Umero 18,5 0,18 18,5 0,48 3,656 O,q162 _ & variancia da j-ésima amostra
Comprimento da quilha do esterno  20/6 0,68 20,7 1,82 841,9 0,166 ‘ I

VvV Razbes significativamente diferentes de
Vv Comprimento do Umero proximo de nivel d evidenciam que as amostras sdo de duas populaq

significAncia de 5% com variancias diferentes
- Pode ser indicio de selecéo estabilizadora

D
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Comparacao de Variagdo — Caso

Multivariado - Teste sugerido por Van Valen (1978)
P
« Procedimento usando o principio do teste fe dij = 4| D _(@ije — Te)?
k=1
Levene: - Xy valor da variavel X para o i-ésimo individuo na
v Procedimento robusto

amostra j
v Transformacédo dos dados em desvios absolutos [das

- X;: média da varidvel Xna amostra j
médias (ou medianas amostrais)

v Comparacéao por um teste t das médias dos valgreg d

— Vv Se uma amostra é mais variavel que outra, entap a
Duas amostras apresentam |Vetores de meédias dos sdia d | dtenders . It
quantidades de variacdl valores transformados sag media dos _Va Or_eis jdtendera a ser mais alta na
significativamente diferentgs significativamente diferentes amostra mais variavel

! Vv Os desvios sdo calculados com as variaveis
: padronizadas
Teste Pde Hottellng| - Assegura 0 mesmo peso para todas as variaveis
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- Vers&o mais robusta: - Pressuposto dos testes:
Vv Supbe que se duas amostras diferem, entdo yYma

amostra sera mais variavel do que a outra para toflas
V Utiliza a mediana amostrar (X as variavers

- Nao se espera um resultado significante quando, por
exemplo, X e X, séo mais varidveis na amostra 1, mas

e X, sdo mais variaveis na amostra 2.
Vv O teste de Van Halen nao é apropriado para situagpes
em que nao se espera que mudancas no nivell de
variacao sejam consistentes para todas as variavei

5
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Vv Exemplo: Pardais — Teste de Van Valen:

b library(macrixScacs)
>
p dados<-splic(pardalf(,2:6], scbrev)

p dados.l<-as.macrix(dados$'1l')

p dados.2<-as.matrix(dados$'2')

>

> mediana.l <- colMedians (dados.1)

> mediana.2 <- colMedians (dados.2)

>

> desvio.l <- apply(dados.l, 2, sd)

> desvio.2 <- apply(dados.2, 2, =d)

>

> scaled.l <- sweep(dados.l, 2, mediana.l, FUN="-")
b scaled.l <- sweep(scaled.l, 2, desvio.l, FUN="/")
> d.1 < sqre(rowSums(scaled.172))

>
> scaled.2 < sweep(dados.2, 2, mediana.2, FUN="-")
b scaled.? <- sweep(scaled.2, 2, desvio.2, FUN="/")
P d.2 <- 3qgre(rowSums(scaled.272))

>

> ajuste.d <- t.test(d.1, d.2, var.equal=F)

> ajuste.d

Welch Two Sample t-test

data: d.1 and d.2
t = -2.0573, df = 45.282, p-value = 0.0455

Elternative DypOThesis: Crus Gifference in means is not equal o O
95 percent confidence interval:

-0.9930010 -0.0124436
sample estimates:

mean of x mean of y
1.760287 2.265566
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Comentarios

- Diferenca significante de variacdo conjunta d
5 variaveis nas duas amostras a um nivel de 5

V Sobreviventes sdo menos variaveis do que os nf

sobreviventes

vV Todas as variaveis mostram menos variacdo
amostra 1 do que na amostra 2

- Teste de Levene nao é direcional

V Teste de Levene ndo enfatizou fato de diferenca
variacdo consideradas todas as dimensfes

Técnicas Multivariadas em Satide - 2015
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Comparacao de Valores Médios —
Véarias Amostras

Prof. Lupércio Franca Bessegato - UFJF

Comparacao de Médias para Varias
Amostras — Caso Univariado

- Teste F de Anova de um fator:

Fonte de Soma de Graus de Quadrado
variacdo Quadrados liberdade médio
Entre SQ;=SQ - SQy m-1 2 _ 5Qp o2
amostras 5B = -l F = STH
w
Dentro de SQw n—-m §2, — SQu
w n-m
amostras
Total SQG n-1

SQw = 25L) Yita{wy — #,)2SQr = 15, i (v — 2)°
- n: tamanho da amostran = ny +mny + -+ 4 np,
- X;: i-ésima observagao da amostra
- X;: média da amostra |
- X: média de todas as observagbes

Técnicas Multivariadas em Satde - 2015
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Comparacao de Médias para Varias
Amostras — Caso Multivariado

« Hipdtese:

Vv Todas amostras vém de populagbes com mes
vetor médio

- Estatistica de teste:
v H4 4 alternativas

VvV Todos os procedimentos de teste envolvem
suposi¢cao de normalidade multivariada, com mes
matriz de covariancias em todas m populagtes
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mo

na

- Construcao das matrizes de produtos cruzados:

W = [wncpp = [Ty Tt (@ise = 7o) e = 73e)|
pxp
T = [trc]pxp = {Z}":n E?:ll("'ur — ) (@ije — 7()] .
pxp

- X valor da variavel X para o i-ésimo individuo da
amostra j

-(=12,...,nj=1,2,...mk=1,2,...,p)
- ijk: média da varidvel Xna amostra j
- X, média global variavel Xde todas as observagdes

Técnicas Multivariadas em Satide - 2015
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. Estatistica lambda de Wilks

L]

A=
T

- |W|: determinante da matriz das somas de quadrados| de
produtos cruzados dentro da amostra

- |T|: determinante da matriz das somas totais de quadrafdos
e produtos cruzados

Vv Essencialmente, compara a variagdo dentro ;I:as
amostras com a variacdo em ambos, dentro e entre
amostras

Técnicas Multivariadas em Satde - 2015

- Comportamento da estatistica:
Vv A é pequeno

- Indica que a variacé@o dentro das amostras € baixa comn a
variagao total

- Evidencia que as amostras ndo vém de populagbes con o
mesmo vetor de médias

Técnicas Multivariadas em Satide - 2015
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. Estatistica lambda de Wilks — Forma alternativa

Vv SejamA; > A, > ... > A, > 0 os autovalores da matriz
W-1B, em queB = T —W é chamada a matriz entrg
amostras de somas de quadrados e prodytos
cruzados.

P
1
A=
:EI':_‘[ll-I-/\i

v Autovalores sdo também chamados de raizes latentes

Técnicas Multivariadas em Sade - 2015

- Teste da maior raiz de Roy
A1, maior autovalor de W™IB
v Motivacéo:

-\, é a razdo maxima entre soma dos quadrados eftre
amostras e dentro das amostras, obtida por combinagéao
linear entre as variaveis.

- Este autovalor deve ser uma boa estatistica para testar |se a
variagcao entre amostras € significativamente grande

(evidéncia de que as amostras consideradas ndo vém de gzl
com mesmo vetor de médias)
Vv Alguns pacotes denominam como estatistica |da

maior raiz de Roy a quantidac_ 1
(=Y

Técnicas Multivariadas em Satide - 2015
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- Distribuicdo amostral da estatistica:

1—Agly my
Fy=—==~F, .
0 A gll gl ,gly
gl =p(m—1)
gl
o = wt — =—
glp =w 2

w=(n—-1) (17-;171)

b= glf—ll
VPP m-1)2-5
VSegl=2,facat=1
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- Distribuicdo amostral da estatistica:

gla Hy
Fy=MN="> ~ F .
0 1g11 glyels

gh=d
glh=n-m-d-1

d = max{p,m — 1}.

Técnicas Multivariadas em Satde - 2015
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- Estatistica traco de Pillai - Estatistica traco de Hotelling-Lawley:
P Ai p
V:i:1_1+/\2 Ufi;)\,-

Vv Valores grandes para esta estatistica fornecem V Valores grandes fornecem evidéncia contga H
evidéncia de que as amostras vém de populagpes . Distribuicio amostral da estatistica:
com vetores de médias diferentes. b8l
o . 0=UZ="~ Fg g,

- Distribuicdo amostral da estatistica: gly :
n—m-—p+s H gly =s(2A+s+1)
Iy = V—d(s —V) ~ Fg, g, gly =2(sB+1)
gly = sd s =min{p,m — 1}
glo =5(n —m—p+s) A= lmop=1-1
s = min{p,m — 1} nem E p—1
d = max{p,m — 1}. A= - 9
. Exemplo
Comentarios
- Thomson e Randall-Maciver (1905)
- Espera-se que os 4 testes apresentem niveig de - Medidas em cranios masculinos da area (de
significancia similares Tebas
- Todos os testes supdem normalidade multivariada v 5 amostras de 30 cranios cada uma:
« Sao considerado bastante robustos se os tamahhos - Perfodo pré-dinastico primitivo (~ 4.000 aC)
das m amostras sdo aproximadamente iguais. - Periodo pré-dinastico antigo (~3.300 aC)

- 122 e 132 dinastias (~ 1.850 aC)
- Periodo Ptolemaico (~ 200 aC)
- Periodo romano (~150 dC)

v Dados: skull{ ade4 ou skulls2.cs\(skulls.tx}

- A estatistica traco de Pillai pode ser a mais robusta se
h& questbes sobre a normalidade multivariada ou a
igualdade das matrizes de covariancias

Técnicas Multivariadas em Satide - 2015
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- Variaveis:
Vv MB (X,): Largura méaxima do cranio
Vv BH (X,): Altura do basibregmatico do cranio
V BL (X3): Comprimento do basialveolar do cranio
V' NH (X,): Altura nasal do cranio
v Ano: Ano aproximado de formacéo do cranio

Figure 1.1 Measurements on Egyptian skulls.

Técnicas Multivariadas em Satde - 2015

- Comandos em R:
v Carregamento do conjunto de dados:

cranios <- read.csv("skulls2.csv",header=T,skip=4)
colunas <- c("X1", "x2", "xX3", "x4", "periodo", "Per")
colnames (cranios) <- colunas

attach(cranios)

VvV VV
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- Anova — Variavel individual:
V Variavel X;: Amplitude méxima do cranio

> ajuste.Xl <- aov (Xl ~ Per, data=cranios)

> summary (ajuste.X1)

Df Sum Sq Mean Sg[F value  Ex (>F)
per 4 502.8 125.71| 5.955 0.000183 w¥+
esiduals 145 3061.1 21.11

V Variavel X,: Altura basilobregmatica do cranio

> ajuste.X2 <- aov(X2 ~ Per, data=cranios)

> summary(ajuste.X2)

Df Sum Sg Mean S§ F value Pr(>F)
Pexr 4 230 57.4% 2.447 0.049 *

Residuals 145 3405 23.48

V Variavel X;: Comprimento basiloalveolar do cranio

> ajuste.X3 <- aov(X3 ~ Per, data=cranios)

> summary(ajuste.X3)

Per 4 803 200.82 8.306 4.642-06 **¥

Residuals 145 3506 24.18
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V Variavel X,: Altura nasal do Cranio

> ajuste.X4 <- aov (X4 ~ Per, data=cranios)

> summary (ajuste.X4)

Df Sum Sq Mean Sg| F value Pr(>F)
Per 4 61.2 15.30__1.507 0.203

Residuals 145 1472.1 10.15

. Concluséao:

V Existe clara evidéncia de que a mudaram conj
tempo as média populacionais da largura maxi
(Xy), da altura basibregmatico ¢X do comprimento
do basibregmatico (3.

Vv Ha evidéncia de que a média da altura nasal,) (
nao mudou com o tempo

Técnicas Multivariadas em Satde - 2015
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- Comparacao conjunta das médias das 4 variaveis: - Comparacao conjunta das médias das 4 variaveis:
v Comandos em R — objeto Manova V Estatistica traco de Pillai:
> v‘?riaveis <= cbind@L X2, X3, X4) b ajuste.pillai <- summary(ajuste, test = "Pillai")
P ajuste<- manova(variaveis ~ Per) > ajuste.pillai
P Df Pillai approx F num Df dem D Pz (>F)
Per 4 0.35331 3.512 16 580 4.675e-06 *¥«
;. . Residuals 145
V Estatistica lambda de Wilks:
~ante wilks <= summry(ajuste, test = TWIIEs") V Estatistica trago de Hotteling-Lawley:
ajusm.w;;? Wilks approx F num Df den Df Pr(>F) > ajuste.hotelling <- summary(ajuste, test = "Hotelling-Lawley")
Per 4 0.66359 3.%009% 16 434.45 7.01e-07 *** > ajuste. 'ml:zllx.ng
Residuals 145 Df n::ll.\.ng—Laulev approx F num Df den Df Pr(>F)

Pex 48182 4.231 16 562 £.278e-08
Residuals .4:

V Estatistica da maior raiz de Roy:
ajuste oy < sumary(ajuste, test = "Hey") - Concluséo:

ajuste.roy
Df Roy approx F num Df den Df Pr (>F)

bex So.a2s asear 4 145 1.588e-10 ev v Ha uma evidéncia muito forte de que os valores médios
[riee mudam com o tempo para as 4 variaveis.
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Comparacao de Variagéo para Varias

P « Teste F aproximado para M:
Amostras — Caso Multivariado

V Estatistica de teste: F, = —2bIn(M).

- Comparacéo de variacao no caso multivariado V Distribuicao amstral da estatistica: % £, .

- Teste M de Box: I, I8, bt 132( -1
fati My = izt il E
V Estatistica de teste: 0 8" o it?
= 5.
Cy — €&
- S matriz de covariancias para a i-ésima rilmostra V Outras quantidaes: . 1—¢p — %
- S: matriz de covariancias combinacg _ 2-i=1( — 1)Si "
n—m

2}0 +3p—1 ( ';)ll ni —1 ~ n-m m)

N . 1 =

v Grandes valores de M fornecem evidéncia de que|as ! 6(p+1)(m — 1)
amostras ndo provém de populagbes com megma p—1)(p+2) ( "_lmf)
matriz de covariancias. Teste valido quandopecy? | c: = 6(,” - 1)

Prof. Lupércio Franca Bessegato - UFJF
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- Teste aproximado alternativo
(Quando g<c;?)

L e —2biva In(M)
V Estatistica de teste: /i = . —— 5 77 ()’

- Generalizacdo de sugestéo robusta (2 amostrals):

V Desvios absolutos de medianas amostrais para|os
dados em m amostras

v Procedimento de teste
1— c] — l H H
by = —— V2 — Univariado
" « Anova
Vv Distribuicdo amostralF; %9 F, .

— Mais de uma variavel

= Aplicacao dos 4 testes sugeridos nos dados transformados

. . . Vv Resultado significante indica que a matriz d

- O teSt,e de BO_X e_ sensivel a desvios |da covariancias nao é constante para as m populacoe
normalidade multivariada

V Variaveis podem ser padronizadas

Técnicas Multivariadas em Sade - 2015
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A P - Comparacao da variacdo conjunta das 4 variaveis:
Exemplo — Cranios Egipcios parag ¢ )
v Comandos em R
y L . - Apresenta apenas fungdo com aproximaga@ue deve sel
- Comparacéao da variacao conjunta das | 4 usada apenas quando ni >20,p<6em<6.
variaveis: . - Caso estas condigdes ndo sejam atendidas, deve-se Usar a
V Teste M de Box: ag, = L=t i 77 o w69 19711 aproximagao F
|S‘T > library(biotools)
b — U 0235 Zza;i:(wei? <—-c:bi1;d{§!(i, X2, X3, XxX4)
v = 40 FU = —2b lll(ﬂj) = 1, 14. Box's M-test for Homogeneity of Covariance Matrices
o = 46, 479. ; ata: variaveis
V2 ’ ])—V‘d.]()l‘ = P{F40:46,379 >1, J-4} = 01 250. 2hi—3q (approx.) = 45.6672, df = 40, p-value = 0.2483
oo o V Estatistica de teste nao é significante
V Estatistica de teste ndo é significante x o i Al
~ A . - Teste ndo mostra evidéncia de que a matriz de covariaricias
- Testem nao mostra evidéncia de que a matriz (e mudou com o tempo.
covariancias mudou com o tempo

Prof. Lupércio Franca Bessegato - UFJF



Métodos Multivariados em Saude - 2015

. Conclusao:

v Ha uma evidéncia muito forte de que os valorg
médios mudam com o tempo para as 4 variave
embora ndo haja evidéncia de que a variagéo te
mudado.

bS
is,
nha
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