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m
« Vocé acredita em destino?
Aleatoriedade
Ay Aleatoriedade m A Exemplo m
+ 10.000 lancamentos de moeda honesta:
Uma conceituagdo possivel: ] . Estabilizacio gradual da

proporgdo de caras proximo
a0,5.
+ Propor¢do de um numero
P pepses pequeno (ou moderado) de
. langamentos pode produzir
resultados distantes de 0,5

- Comportamento aleatorio ¢ imprevisivel
VA curto prazo

06

 Apresenta um padrao regular e previsivel
v A longo prazo

Proporgao de caras
04

00
1

T T T T T
1 10 100 1000 10000

Nimero de langamentos
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A’f Fenémeno Aleatério m llf Aleatoriedade m

+ Resultados individuais s3o incertos + Descreve um tipo de ordem que emerge
somente a longo prazo

- A distribuigcdo desses resultados ¢ regular
\ Nio ¢ sinénimo de desorganizado

ao longo do tempo
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Ay Probabilidade m #ji Estatistica m

+ Defini¢ao frequentista:

\ Probabilidade de qualquer resultado de um
fendmeno aleatério ¢ a propor¢do de vezes em
que o resultado ocorrera em uma série muito
longa de repetigdes

« Como a incerteza atua?
\ Modelos probabilisticos

V' Se langarmos uma moeda honesta 10 vezes,
qual a probabilidade de se obter 5 caras?

V A ideia de probabilidade é empirica + O que os dados nos indicam?
- Baseia-se na observagdo e ndo na teoria \/ Inferéncia estatistica
VA probabilidade de sair cara ¢© igual a 0,5 \ Langamos uma moeda 10 vezes e obtivemos 5
apenas porque a moeda tem dois lados? caras. O que isso indica sobre a moeda?

— Giro da moeda
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Ay Probabilidade m #ji Espaco Amostral m
- Ramo da matematica preocupado com a + Pode ser muito simples:
analise de fendmenos aleatorios \ Lancamento de uma moeda
\ Base matematica da Estatistica. ou muito complexo:

\Todas as possiveis escolhas de 55.000
domicilios para formar uma amostra de 106
milhdes de domicilios.
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i N o m 4 N | m
’ Probabilidade — Discussao . Probabilidade pode ser util mesmo se a
aleatoriedade  verdadeira  for uma
- Em geral, estratégias usadas para um experimento quantidade indefinida
V Atribuir modelo mecanicista (fungio matematica) a - Ha wvarias interpretacdes possiveis de
tudo que ¢é conhecido ou teorizado aleatoriedade
V' Nos outros casos, atribuir aleatoriedade, mesmo que o VNido ha concordincia sobre a interpretagdo
processo em estudo ndo seja aleatério, em qualquer das probabilidades

sentido da palavra. , A fL-
p \ Ha concordancia nas regras matematicas que

\ Usar probabilidadg para quantificar a @n'certeza nas a probabilidade deve seguir
conclusdes, avaliando sua  sensibilidade aos
pressupostos do modelo
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Probabilidade — Interpretagoes

« Interpretagdo frequentista:

\ A probabilidade ¢ a frequéncia de ocorréncia
de um evento, em repeti¢des idénticas de um
experimento

\ Usada na logica do Teste de Hipotese
\ Até recentemente, a principal interpretagio
v E um Escola Estatistica

Estatistica Economica Il - 2018
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Modelos Probabilisticos

+ Descricdo matematica de um fendmeno
aleatério
« Descri¢do de um fendmeno aleatorio:
\ Lista de resultados possiveis
\ Probabilidade para cada resultado
« Para modelo probabilistico € necessario:
\ Estabelecer um espago amostral
\ Uma forma de atribuir probabilidades a eventos

Estatistica Economica Il - 2018
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Ajf

Probabilidade — Interpretagoes

Interpretacao Bayesiana:
VA probabilidade ¢ um grau subjetivo de
crenga

— Para um mesmo evento, duas pessoas poderiam
atribuir diferentes probabilidades

VEssa interpretagio impede algumas das
dificuldades filosoficas das interpretagdes de
frequéncias.

\ Popularizada pelo avango dos métodos e
tecnologias computacionais
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Variavel Aleatoria m

« Nem todos os espagos amostrais sao
COmMpostos por numeros

« Variavel aleatoria:

V Seu valor é um resultado numérico de um
fendmeno aleatorio
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Distribuicao de Probabilidade m

« Distribuigdo idealizada das proporgoes dos
resultados obtidos apds um grande ntimero
de observagdes

+ Informa:

v Quais os valores que a variavel aleatoria pode
assumir

\ Como atribuir probabilidades a esses valores
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f . s . -
# Tipos de Variaveis Aleatérias m
« Discretas:
\ Apresentam lacunas entre os valores possiveis
(Em geral, nimeros inteiros)
- Continuas:
' N3o h4 lacunas entre os valores que a variavel
pode assumir
A | . m
Variavel Aleatéria Discreta
Valores de X X; X, Xy
Probabilidade ) o P

- As probabilidades p; satisfazem:
\ Cada probabilidade p; ¢ um numero entre 0 e 1
0<p <1
\ A soma das probabilidades p; ¢ 1:
PPyt tpt...=1

Estatistica Economica Il - 2018
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o Exemplo m

« Compradores de um determinado modelo de
computador podem escolher modelos de HD de
10 GB, 20 GB, 30 GB ou 40 GB. Escolhe-se
aleatoriamente alguns dos compradores dos
ultimos 60 dias. O tamanho do HD escolhido
por um consumidor selecionado aleatoriamente
¢ uma variavel aleatéria X.
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Mt Atribuindo Probabilidades a m
Intervalos

« Escolha aleatoria de um numero entre 0 e 1

\ Resultados possiveis:
- Qualquer nimero neste intervalo

\VNao é possivel atribuir probabilidade a cada
valor individual e depois soma-los!

\ Podemos atribuir probabilidades a intervalos
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llf + Distribui¢ao de X:
Tamanho do HD 10 20 30 40
Probabilidade 0,50 0,25 0,15 0,10

01 —‘
00
[ 10 20 30 40 50
Resultado

\ Probabilidade de um consumidor escolher um
HD de no minimo 30 GB:
P{X =30} + P{X=40}=0,15+0,10=0,25

Estatistica Econémica II - 2018
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ljf « X: valor escolhido
VP{X<0,5}
VP{X>0,5}
VP{0,3<X<0,5}
« Representagdo das probabilidades em
retangulos

v Qual a altura de cada retingulo?

Estatistica Econémica Il - 2018
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o Curva de Densidade - Uniforme m A m

e Curvas de Densidade

Uniforme; Minimo=0; M&ximo=1

Distribuigdo de y§

o « Curvas de densidade:
% V' Sempre acima do eixo horizontal
i ' Area total sob a curva igual a 1

00 02 04 06 08 10
x

- Atribuicdo de probabilidade:

\ Area sob uma curva de densidade af2-0026

+ Relagdo entre histograma de frequéncias e curvas |
de densidade / TR

Estatistica Economica Il - 2018 Estatistica Econdmica Il - 2018

yili Variavel Aleatéria Continua m

- E descrita por uma curva de densidade

- Probabilidade de um intervalo de valores Médi Varianci de Variavei
\ Area abaixo da curva de densidade no intervalo edias e variancias de variavels

Curva de Densidade Aleatérias

X
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Consideracgoes m

« Probabilidade

VA longo prazo, descreve regularidade do
comportamento de fenomenos aleatorios.

- Distribuicdo de probabilidade:

\ Fungio idealizada de frequéncias relativas

Estatistica Economica Il - 2018
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Média de Variavel Aleatoria m

« Conjunto de observagoes
\ Média observada (média amostral)
v Notacao: X

- Variavel aleatoria
\ Média dos valores possiveis de X

Y Leva-se em conta que nem todos os valores
precisam ser igualmente provaveis

V Notacao: u

Estatistica Economica Il - 2018
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« Frequéncias relativas:
\ Médias e desvios-padrio
« Distribui¢des de variaveis aleatorias:
\ Médias e desvios-padrio
v Ex.:
- Ganho médio de um jogo de azar

— Desvio-padrio da quantidade de chamadas
telefonicas por hora

Estatistica Econémica II - 2018
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Exemplo

+ Jogo de Loteria:

\ Vocé escolhe um numero de trés digitos. Se
ele for sorteado vocé ganha $500. O bilhete
vencedor ¢ escolhido aleatoriamente dentre
1.000 numeros de trés digitos.

— Obs.: O bilhete custa $1,00

Estatistica Economica Il - 2018

m
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ﬁlf
pago a um bilhete

\ Distribui¢io de probabilidade de X:

Prémio X $0 $500
Probabilidade 0,999 0,001

\ Qual é pagamento médio feito pela loteria?
- A longo prazo, uma pessoa seria premiada, em
média, em um a cada 1.000 bilhetes comprados

- Média dos pagamentos a longo prazo:
y 1 998 s
- A longo prazo, vocé ganha $500, em média, uma

vez a cada 1.000 apostas e 0 nas 999 restantes

Estatistica Economica Il - 2018

« X: variavel aleatoria associada ao prémio m

ljf

« Média da variavel aleatoria X (W): m
v u=$0,50

« Importante:
\' A média ndo é um valor possivel de X

\ Também denominada valor esperado de X
\ Cuidado:

- Nao quer dizer que esperamos que uma
observacdo de X se situe proximo de sua média

+ Qual o significado desta média para quem
banca o jogo?

44
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i Média de Variavel Aleatéria Discreta m

« Média dos valores possiveis ponderados
pela respectivas probabilidades

« Definicao:

\ Seja X uma variavel aleatoria discreta

Valores de X X, X, X,

Probabilidade P1 o .. Pk

px =z +xep2+ -t T+

oo
= E LiPi
=1
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Exemplo m

« Estudo de falhas nas pinturas de geladeiras
\ Tipos de falhas: ondulagdes e afundamentos
+ Quantidade de falhas em uma geladeira ¢
uma variavel aleatdria
- Estimativas de médias efetuadas por
inspetor de qualidade:
\ Ondulagdes: 0,7 por geladeira
\ Afundamentos: 1,4 por geladeira

+ Qual nimero médio de falhas por geladeira

46
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A’,f Médias de Variaveis Aleatorias — Caso m
Geral

+ Sejam as variaveis aleatorias X ¢ Y ¢ as
constantes a ¢ b:
VW=a+bX
ww = a+ bux
VW=X+Y
Hw = px + pty
VW=X-Y

Hw = px — Ky

Estatistica Economica Il - 2018

Fili Empresa de Vendas m
X: Quantidade vendida aos clientes militares
Unidades vendidas 1.000 3.000 5.000 10.000
Probabilidade 0,1 03 04 0,2

\ uy: nimero médio de unidades vendidas aos militares

px = (1.000)(0,1) + (3.000)(0,3) + (5.000)(0,4) + (10.000)(0, 2)
=100 + 900 + 2.000 + 2.000 = 5.000 unidades
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Exercicio 4 — Lista n° 2
(MOORE et al — secao 4.4)

# Empresa de Vendas m

Y: Quantidade vendida aos clientes civis

Unidades vendidas 300 500 750
Probabilidade 0,4 0,5 0,1

\ py: namero médio de unidades vendidas aos civis
ux = (300)(0,4) + (500)(0, 5) + (750)(0,1)
= 120 + 250 + 75 = 445 unidades

50
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Fili Empresa de Vendas m

W: Lucro total da empresa
W = 2.000X + 3.500Y
 uyy: lucro médio total da empresa
pw = 2.000px + 3.500y
= (2.000)(5.000) + 3.500(445)
= $10.000 + $1.557.500
= $11.557.500

Estatistica Economica Il - 2018

#ji. Variancia — Variavel Aleatéria Discreta m

« X: variavel aleatoria discreta com distribuicao

Valores de X X, X, Xi

Probabilidade P1 P> . Pk

ok = (@1 — w)’p1 + (22— p)’p2 + ..
+ (2 — p)?pr + ..

=~ Z(Ii = #)2Pi
i=1
\ Desvio-padrdo de X (oy): raiz quadrada da

variancia

Estatistica Economica Il - 2018
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Hif Variancia de Variavel Aleatdria m

« Média ponderada dos desvios quadraticos
(X—uy)? da variavel X em relagdo a sua
respectiva média piy.

\ Cada resultado ponderado pela sua probabilidade
\ Notago aZ.

52
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# Exemplo — Jogo m

« Bilhete com trés digitos no valor de $1
\ Ganha $500 se ele for sorteado
\ Valor esperado: $0,50

Xi pi XiPi (xi- 1)’
0 0,999 0 (0 0,50)2 (0,999) — 0,2497
500 0,001 050 | (500—0,50)% (0,001) = 249,50025
1ty = 0,50 02 =249.75

\ Desvio-padrio: oy = /249,75 =$15,80
VEm geral, jogos de azar apresentam grandes
desvios padrao (risco)

Estatistica Economica Il - 2018
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Continuagao exercicio 4 - Lista 2
(MOORE et al — secao 4.4)

Y Empresa de Vendas m
Y: Quantidade vendida aos clientes militares
Unidades vendidas 300 500 750
Probabilidade 0,4 0,5 0,1
\ Média e varidncia de X:
x; pi XiPi (x- ux)? pi
300 0,4 120 (300 - 445)2(0,4) = 8.410,00
500 0,5 750 (500 - 445)2(0,5) = 1.512,50
750 0,1 75 (750 - 445)2(0,1) = 9.302,50
1y = 445 02 =19.225,00

\ Desvio padrdo de X: oy = v/19.225 = 138,7

\ Média e variancia de X:

Empresa de Vendas
ljf
X: Quantidade vendida aos clientes militares
Unidades vendidas 1.000 3.000 5.000 10.000
Probabilidade 0,1 03 0.4 0,2

Xi pi XiPi (x- mx)? pi
1.000 0,1 100 (1.000 - 5.000)2(0,1) = 1.600.000
3.000 03 900 (3.000 - 5.000)%(0,3) = 1.200.000
5.000 04 2000 | (5.000 - 5.000)2(0,4) = 0
10.000 0,2 2.000 (10.000 - 5.000)2(0,2) = 5.000.000
1ty = 5.000 o2 = 7.800.000

\ Desvio padrdo de X: oy = +/7.800.000 = 2.792, 8

56
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W: Lucro total da empresa
W = 2.000X + 3.500Y

\ 6% variancia do lucro total da empresa

oy = (2.000)20% + (3.500)0%
= (2.000)%(7.800.000) + (3.500)%(19.225)
= 31.200.000.000.000 + 235.506.200.000
= 31.435.500.000.000

V oy : desvio padrdo do lucro total da empresa

ow = v/31.435.500.000.000 = 5.606.737, 6

58
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Variaveis Aleatoérias Independentes m

« Conhecer qualquer evento envolvendo
somente X nada nos informa sobre a
ocorréncia de qualquer evento envolvendo
apenas Y
\ Pergunta importante:

— Resultados parecem que ndo se relacionam uns
com 0s outros

Estatistica Economica Il - 2018
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Regras para Variancias m

+ Sejam as variaveis aleatorias X ¢ Y ¢ as
constantesaeb
VW =a+bX
(I‘[z,y = 1)2rf§<
VW=X+Y
- X e Y sdo varidveis aleatdrias independentes
oy = ok + o}

- XeY tém correlagdo p:

oy = 0% + ot +2poxoy

Estatistica Economica Il - 2018
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Correlagido m

« Correlagdo entre as variaveis X e Y (p):
VMede o grau de associagdo linear entre as
duas varidveis aleatorias
V-1<p<1
\ Correlagdo entre varidveis independentes &
zero
\ Relagio perfeitamente linear (|p| = 1)
Ex.:Y=100-X
X: gasto da renda familiar (%)
Y: valor economizado (%)

60
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Regras para Variancias m

VW=X-Y
- X e Y sdo variaveis aleatorias independentes
ag %(/ = 0'%( +o %/
— A variancia de X — Y é mais variavel do que cada
uma das variaveis

- X e Y tém correlagdo p:

oty = 0% + 0% + 2poxay

62
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hyf Exemplo - Jogo m At « Suponha que vocé compre um bilhete de m

$1 em dois dias diferentes
\ Prémios X e Y sdo independentes

« W: ganho liquido
wW=X-1
+ Valor médio que vocé ganha:
\pw = px- 1=-%0,50
\ Vocé perde em média $0,50 por bilhete

(sorteios independentes )
\ Prémio bruto total médio:

px+y = px + py = 30,50 + $0,50 = $1,00
\ Variabilidade do prémio bruto total:

2 2 2
A . A . , . Ux+y:U)(+O'y:249,75+249,75:499,5
+ Qual a variancia dos prémios liquidos?

’ . — 2 -/ — 25
v E a mesma dos prémios brutos (X)! ey Tx+y i e o
oy = 249,75 — $15.80 — As variancia de varidveis aleatorias independentes

se somam, os desvios padrdo nido

Estatistica Economica Il - 2018 Estatistica Economica Il - 2018

#j. Média de Variavel Aleatéria Continua m

\ Ponto no qual a 4rea sob a curva de densidade
ficaria equilibrada
(caso fosse construida de um material s6lido)

Modelo Binomial

y -

= 3
v Em curvas simétricas (Ex. normal)

- Média encontra-se no ponto de simetria
v Em curvas assimétricas

— Determinagdo requer emprego de Calculo Integral

Estatistica Economica Il - 2018
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ﬁlf

Modelo Binomial m

« Uma loja vende 10 computadores com 1 ano
de garantia.

\ Quantos deles ndo necessitario de manutengdo
durante este periodo?

+ E necessario um modelo probabilistico que
faca uma contagem

Estatistica Economica Il - 2018
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Exemplos m

\ Uma transagao ¢ auditada
— Ela esta em conformidade com os procedimentos ou nido
\ Voceé visita um cliente
— Consegue realizar uma venda ou nio
\ O prego de um produto é reduzido
- As vendas aumentam ou nao
' H4 um problema intermitente na rede da empresa
— Em qualquer dia, o problema surge ou néo.

Estatistica Economica Il - 2018
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y i Contexto Binomial m

- Hipoteses
\ Numero fixo de observagdes (1)

\ As n observagdes sio todas independentes

— Conhecer o resultado de uma delas nada informa
sobre os demais resultados

\ Cada observagdo enquadra-se em apenas uma
de duas categorias:
- Sucesso (ocorre evento de interesse) ou fracasso
V' A probabilidade de sucesso (p) ¢ a mesma
para cada observagdo

69
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Y Distribuigio Binomial m

X: quantidade de sucessos em n observagoes

\ Parametros:
+ n: nimero de observagdes

+ p: probabilidade de sucesso em uma observacao
qualquer

\ Valores possiveis de X
- Ry = {0,1,2,..,n}

- Nem todos os contextos de contagem tém

distribui¢ao binomial

7
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Fili Exemplo - Inspegéo de Produto m #4f Arvore de Probabilidade: m
~ - v Remogdo de um
Inspe(;ao de p roduto " e " componente do lote altera
+ AAS de 10 componentes de um lote de 10.000 e @ s - pouco a constituicdo das
componentes @ e 7 9.999 pecas restantes
V500 desses componentes estdo fora de especificacio ™ G};W @
« Variavel aleatdria de interesse: e e
V' X: quantidade de componentes ndo conformes na =i B ~
amostra. P(F )= 095 P(Fz)= 095
\ Pode-se considerar que X ~ binomial(n = 10,p = 0,05)

¥l Exemplo m M., Solugdo: m

\ Eventos:
. .- - S = {consumidor prefere seu produto}
- Cada consumidor t§m uma probabilidade _ F— {consumidor prefere concorréncial
de 0,25 de~ preferir o produto (}e sua J Configuragio:
empresa € ndo o produto da concorréncia

P (SSFFF) = P(S) P(S) P(F) P(F) P(F)
\VSe escolhemos ao acaso 5  desses = (0,25)(0,25)(0,75)(0,75)(0, 75)
consumidores, qual a probabilidade de que = (0,25)%(0,75)*

exatamente 2 deles preﬁram 0 seu produto? - Toda diSpOSian 2 S’se 3 F’s: mesma probabilidade

VX ~ binomial(n = 5,p = 0,25) V Configuragdes possiveis:
s[s[erlel[s[r[s[r[r][sFlF]s[r|sIFIF|F]s|[F[s[s[F[F]|
[rls|rls|e|[rls|rle[s][[r[s]s|r|[r[r|s|r|s|[r]r|F]s]s]

V P{X = 2} = (10)(0,25)2(0,75)% = 0,2637

75
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I]f

Probabilidade Binomial m

« Se X ~ binomial (n,p) entdo:

P{X =k} = (:) A —-pk kE=0,1,...,n.

\ com (”) __n Conta a quantidade de modos

k k!(n — k)| diferentes que k sucessos
podem ser arranjados em meio
an observagdes

Estatistica Economica Il - 2018
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Exemplo — Inspec¢ao de Produto m

X: quantidade de componentes ndo conformes na
amostra
v X ~ binomial(n = 10,p = 0,05)
+ Lote ¢ rejeitado se pelo menos um dos
itens da amostra por ndo conforme

V' Qual a probabilidade de rejeigio do lote de
10.000 componentes?

77
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I]f

 Probabilidade de pelo menos um m

componente estar defeituoso
P{X>1}=1-P{X =0}

— i (100) (0,05)°(0,95)1°
=1—(1)(0,05)°(0,95)'°

=1-0,5987 = 0,4013
- Imagine que a venda esteja condicionada a

um maximo de 5% de defeitos no lote
\ Essa seria uma boa regra para aceitar o lote?

Estatistica Economica Il - 2018

llf
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E se a regra se tornasse mais branda m

V' No maximo um componente niio conforme
P{X>1}=1-P{X =0} -P{X =1}
=1- (100) (0,05)°(0,95)'0 — (110) (0,05)(0,95)°
=1 - (1)(0,05)°(0,95)'% — (10)(0,05)*(0, 95)°
=1-0,5987 — 0,3151 = 0, 0861
\ Agora, essa seria uma boa regra para aceitar o lote?
' Qual a interpretagio do resultado?

79
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¥l Histograma de probabilidades m #if . E se o lote a ser entregue estiver com o
dobro de itens ndo conformes (p = 0,10)
Distribicso Binomb! v Qual seria uma boa regra de decisdo para
Grafico de Probabilidade Pardmetros 101
Binoma; nex0; o005 o & rejeitar o lote?
= p= 0,05 Distribuigao Binomial
05 k P(X=k) |P(X<=k) Pardmetros .
> o 05987 05987 n' = 10 * Regra 1: pelo menos 1 defeituoso:
& | s wue S It
i 3 o015 09990 £ "‘::‘l;? ”“‘;‘:3'287 *  Regra2: no maximo 1 defeituoso:
; gﬁ ?gggz 1 o387m| 07361 v P{X>1} =0,2639
e : : 2[ 01937 09298
00 g s'ﬁ i'm 3 0,0574 0,9872]
0 2 4 (] 8 10 2 2 4 0,0112 0,9984
3 il 2 g'ﬁ Tm 5 0,0015 0,9999
10 o:oom 1:0000 £_oom, 10000
7| 0,0000 1,0000]
8 0,0000 1,0000]
9| 0,0000 1,0000]|
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I]f - . . m ljf - . m
- Andlise dos planejamentos amostrais: + O que fazer para equilibrar os riscos?

- E se fossem exigidos lotes com uma
menor quantidade de ndo conformes?

Regra 1: pelo menos 1 defeituoso: Regra 2: no maximo 1 defeituoso:

Lote Lote

Bom | Ruim Bom | Ruim \ Exemplo: p=0,01
p=0,05|p=0,10 p=0,05|p=0,10
Aceita | X=0 0,5987 | 0,3487 Aceita | X<1 0,9139| 0,7361
Rejeita | X>0 | 04013| 0,6513 Rejeita | X>1 | 0,0861| 0,2639

Regra
Regra

v Em cada regra, qual o risco do vendedor e do

comprador Ko
Vendedor | Comprador
g |1 0,4013 0,3487
g |2 0,0861 0,7361
82 83
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i Binomial — Média e Desvio-Padrio m

X: quantidade de componentes ndo conformes na
amostra

\ X ~binomial(n=10, p=0,05)
\ Média de X:  #x =np

\ Desvio padrio de X: ox = vnp(1-p)

« Validos apenas para as distribui¢des binomiais

Estatistica Economica Il - 2018

- m
"~ Histograma de probabilidades de X

Grafico de Probabilidade
Binomial; n=10; p=0,05

0.3
0,2
01
0,0

0 2 4 6 8 10
¢ de ndo

Probabilidade
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A Exemplo — Inspecdo de Produto m
X: quantidade de componentes ndo conformes
na amostra
\ X ~binomial(n=10, p=0,05)
\ Média: px = np = (10)(0,05) = 0,5
\ Desvio-padrio: ox = v/np(1—p)
= /(10)(0,05)(0,95)
=0,6892
ljf N . m
« No exemplo, oy tem um valor maximo?

Yre(1-p)
10 15

05

00

\ As probabilidades sdo limitadas.

Porque o maximo ¢ atingido
quando p = 0,5?

T T
00 02 04 06 08 10

87
Estatistica Econémica Il - 2018

20



Estatistica Economica II - 2018

i Distribuicao de Poisson m

- Ha contagens que ndo sdo limitadas

Modelo de Poisson « Exemplos:

\ Numero de defeitos de fabricacio da chapa de
metal de uma geladeira

\ Quantidade de clientes que utilizam
determinado caixa no final de semana

\ Numero anual de acidentes de trabalho

89
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Alf Contexto de Poisson m Alf  Probabilidade de ocorrer 2 ou mais m
« Numero de sucessos em unidade de medida sucessos em uma unidade aproxima-se
¢ independente do niimero de sucesso em de zero a medida que essa unidade vai se
quaisquer outras unidades de medida tornando menor
\ Unidades ndo superpostas VEm um instante ou ocorre um sucesso ou

.- Al . ndo ocorre.
« A probabilidade de ocorréncia de um

sucesso em uma unidade de medida ¢ igual
para todas as unidades de mesmo tamanho

\ Probabilidade ¢ proporcional ao tamanho das
unidades

Estatistica Economica Il - 2018 Estatistica Econdmica Il - 2018
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Distribuicdo de Poisson m

X: contagem de sucessos em unidade de medida
\' X ~ Poisson(u)
\ Parametros:
+ w: nimero médio de sucessos por unidade de medida

\ Valores possiveis de X
- Ry = {0,1,2,...}
\ Fungdo de probabilidade de X
etk
P{X =k} = o
\ Desvio padrio de X: ox = /i

k=0,1,...

Estatistica Economica Il - 2018

I]f

+ Qual a probabilidade de que ndo haja mais m
do que 2 defeitos em 1 m??
P{X <2} =P{X =0} +P{X = 1} + P{X = 2}
¢80 L ¢ L i ¢

- 0! 1! 21
=0,2019 + 0,3230 + 0,2584 = 0, 7833

Estatistica Economica Il - 2018

Prof. Lupércio Franca Bessegato - Dep. Estatistica/UFJF

ljf

Exemplo m

« Certo tipo de material para carpete, tem a
quantidade de defeitos por area variando
segundo uma média de 1,6 defeito/m?

\ X: nimero de defeitos por unidade de area
\ Unidade de medida: m? do material do carpete

93
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« Distribui¢ao de Poisson com pu = 1,6 m

Distribui¢do Poisson
Grafico de Probabilidade
Poisson; Média=1,6 Pardmetro

u= 1,6

k P(x=k) [P(x<=k)

0,2019] 0,2019
03230 00,5249
0,2584|  0,7834]
01378| 09212
00551  0,9763
0,0176|  0,9940]
0,0047| 0,9987
0,0011| 09997

0,0002 1,0000
0,0000| 11,0000

0 2 8 10

4 6
Quantidade de defeito por m2

O W NOU D WN PO

=

0,0000 1,0000
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Modelo Normal

#f  Modelo Probabilistico Normal m

Curva de Densidade
Hormal; Media= 0; Desvio padréio =1

. \
! \
\

0,0 J—"/

-2 Bl 0
X

+ Curva de densidade:
\ Simétrica em torno da média (1)

\ Pontos de inflexdio (mudanga na curvatura)
(n*o) o

Estatistica Economica Il - 2018

I]f

- Efeitos dos parametros y e ¢ na curva: m

V u € a média
— parametro de locacdo)
\ o é o desvio padrio
— parametro de escala
\ Para qualquer valor de y e o a forma da curva
¢ a mesma

- formato de sino

100
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j]f Modelo Probabilistico Normal m

« Probabilidade em intervalos
Vo 68%
V201 95%
V£ 30:99,7%

101
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yili Modelo Probabilistico Normal m # Modelo Probabilistico Normal m

« S3o importantes em Estatistica:

o v Diversos procedimentos de inferéncia
VBons modelos de algumas distribui¢des de dados estatistica se baseiam na distribui¢do normal:
reais: . .
. . \ Funcionam bem quando aplicadas a outras
- Algumas medidas de processo de produgdo distribuicdes que sdo aproximadamente
- Algumas caracteristicas biologicas de populacdo simétricas
\ Boas aproximagdes dos resultados que se obtém _ Salérios nio assimétricos em uma empresa
em muitos tipos de resultados aleatorios:

- Langar muitas vezes uma moeda

102

103
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Alf Normal Padronizada m #if - Tabela da distribuigﬁo normal padrao: m

+ Variavel aleatoria normal padronizada (Z)
Z~N(u=0,0=1)

D(x)

[ TABLE - 111 Cumulative Standard Normal Distribution

\ Média é zero e desvio padrio é 1 T

\ Areas sob a curva normal padronizada sdo
tabeladas

— Possivel calcular probabilidades associadas a variavel S
aleatoria normal padrdo e

®(—3,01) = 0,001306

®(0,97) = 0,833977

104
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I]f « Célculos de probabilidade com a tabela: m
VP{0 <Z<1,73}

P{0 < Z <1,73} = &(1,73) — ®(0)
= 0,958185 — 0, 500000
=0,458185

-
0 173

VP{Z > 1,73}
P{Z>1,73}=1-&(1,73)
=1-0,958185
=0,041815

106
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"f - Probabilidades da Normal Padrao m

1. P{Z > 1,26}
P{Z >1,26} =1 — &(1,26)

/\,1 /\ = 1-0,896165

=0, 103835
2. P{Z < —0,86}

/\ P{Z < —0,86} = B(—0,86) = 0,194894

3. P{Z>-1,37}

/\ ) /\ P{Z > 1,37} =P{Z < 1,37}
: ‘ = ®(1,37) = 0,914657]

108
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#i  VP{-173<7<173) m
- P{Z < —1,73} = P(Z > 1,73}
P{-1,73 < Z < 1,73} = ®(1,73) — &(—1,73)
=0,958185 — 0,041815
. =0,916370
=173 0 173 z
\P{0,47 < Z < 1,73}
P{0,47 < Z < 1,73} = &(1,73) — ®(0,47)
= 0,958185 — 0,680822
=0,277363
0 047 173 7
A, p_125<7<037) m

1.25 0 037 0 037 1.25 0

P{—1,25 < Z < 0,37} = 9(0,37) — B(—1,25)
= 0, 644309 — 0, 1055650
= 0,537525

5. P{Z < —4,6}

4.6 -3.99

P{Z < —4,6} < P{Z < —3,99} = &(—3,99) = 0,000033

109
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- Determinagdo de percentis (ou quantis) m
6. Encontre x tal que P{Z > x} = 0,05

©)

°
7. Encontre x tal que P{—x < Z < x} 0,99

0.99

[ |
Lx] o [ x|

$(2,58) = 0,995060
z 72,58

110
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Exemplo m

« X ¢é uma variavel aleatdéria normal com
média 10 e desvio padrao 2
X ~N(u=10,0 =2)
f ; Xe= 1 13—
VP{X > 13} P{X > 13} = P{ . 0 32 0}
=P{Z>1,5}=1-®(1,5)
=1-0,933193 = 0, 066807

Tk
,_/\

112

#ji Padronizacao m

« Se X for uma variavel aleatoria normal, com
média u e desvio padrdo o, entdo a varidvel
aleatdria L X-w)
a

¢ uma variavel aleatoria normal com média 0 e

desvio padrio 1.

v Transformagdo valida para qualquer variavel
aleatoria normal X

\ Areas sob a normal padronizada sio tabeladas

11
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Hif X ~N(up=10,0 =2) m

v Encontre o valor x tal que P{X < x} 0,98
X—-10 x-10

PIX <a} =P{Z5— <=5~} | P{Z<2,05}=0,079818
:P{Z<$_10} Il
2 T =pu+zo
= 0,980 =10+ (2,05)(2)
=14,1

13
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Alf Exemplo m ljf « Escore acima de 300: m
0,50 (exato)
« Em um dado ano, os escores de Matematica - Escore acima de 370:

para alunos concluindo o ensino médio V= 0,023

seguiram aproximadamente uma distribuicao oo e Demeride

normal, com média 300 (em 500 possiveis) e o

desvio padrao 35 pontos. Obtenha uma valor o0m0

aproximado de probabilidade: oo0s

v Estudante tem um escore acima de 300 é i

\ Estudante tem um escore acima de 370. o \
o 7 \
Lo — 300 370

Estatistica Econdmica Il - 2018 " Estatistica Econdmica Il - 2018 "

Ay Exemplo m i \ Probabilidade de vida util menor que 65.000 km m

X —80.000 _ 65.000 — 80.000
P{X < 63000} = P{=—rr= < s}

« Os pneus que teoricamente possuem uma —P{Z < —1,70}
vida util X de 65.000 km tém, na verdade = 0,044565
uma distribui¢do de probabilidade Normal L cuadevensidode
com média p = 80.000 ¢ ¢ = 8.800 km. ot e
V' Qual a probabilidade de que um pneu, 0.00004

selecionado aleatoriamente, tenha uma vida til e
menor do que 65.000 km? %

0,00002

0,00001

0,04457

S0 65000 80000
x

116 "7
Estatistica Economica Il - 2018 Estatistica Econdmica Il - 2018

Prof. Lupércio Franca Bessegato - Dep. Estatistica/UFJF



Estatistica Economica II - 2018

Combinacoes Lineares de
Variaveis Aleatérias Normais

Densidade

I]f

+ Simulacdo de rodada de producao de cada m

005 010

0.00

um dos 10.000
da de gens e
+ Soma apresenta
& % % . .
s i v Simetria
e el \ Maior dispersdo
+ Aparenta ser normal
20 a0 (;u 80 100
Espessura (mm)
120
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llf Soma de Variaveis Aleatorias m
« Exemplo:
\ Espessura de engrenagens
VX, ~N(u = 25mm, o, = 2 mm)
VX, ~ N(uy = 50 mm, 0, = 2 mm)
VX, e X, sdo independentes
\ Como se parece a distribuigio da espessura
total, X, + X,?
m

« M¢édia da soma X, + X:
HSoma = H1 T+ [12
=254+70 =175 mm.
+ Desvio padrdo da soma:

TSoma = \/cr%+a§ =/22422=8

= 2,828

\/ Jsoma > 0-19 Jsoma > 0-2

< Conjuntos sdo mais varidveis que as pecas
individuais

Estatistica Econémica Il - 2018
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« Exemplo:

Diferenga de Variaveis Aleatérias m

\ Pistdes de motor ¢ cilindro
VX; ~ N(u; = 100 mm, 0, = 4 mm)

e x,

VX, ~ N(uy = 70 mm, 0, = 4 mm) o X
VX, e X, sdo independentes 4

\ Como se parece a distribuigio da folga entre o
cilindro e o pistdo, D =X, — X,?

Estatistica Economica Il - 2018

Cilindro

122

I]f

-+ Média da diferenga D = X, — X,:
KD = p1 — 2
=100 — 70 = 30 mm.

+ Desvio padrao da soma:
op=1/o}+0f =42 +42 =32
= 5,657
\Nop > 0y, 0p > 0y

VFolgas sdo mais varidveis que as pegas
individuais

Estatistica Economica Il - 2018

m
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o m
i Simulagdo de rodada de producdo de cada
um dos 10.000
Histograma de pistdo, cilindro e ajuste . Diferenga apresenta
2. ' Simetria
8- \ Maior dispersio
§ s « Aparenta ser normal
é'; g 4
: ] 20 40 D‘ﬂ E‘ﬂ 100 120
Espessura (mm)
Estatistica Econémica II - 2018 “
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Combinacgoes Lineares

« Somas ¢ diferencgas de variaveis aleatorias
independentes e normalmente distribuidas
também tem distribui¢do normal.
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Exemplo — Analise de Portfolio

« Taxa de retorno de um investimento:

variagao no prego
preco inicial

\ Variabilidade dos retornos (volatilidade)
- Medida de risco de um investimento

taxa de retorno =

v Em geral, investidores procuram retornos altos,
mas também desejam seguranca

« Portfolio:
\ Colegio de investimentos feitos por um

individuo ou por uma institui¢do

Estatistica Economica Il - 2018

m
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I]f

tempo
\ E uma variavel aleatoria

\ Interesse:
- Retorno médio
— Volatilidade

Estatistica Economica Il - 2018

+ Retorno de um investimento ao longo do m

128
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ljf

Exemplo m

« Retornos mensais de todas as agdes
ordinarias nos EUA
600 meses (jan/1951 a dez/2000)

" 80 0 0 jan 0 0
ar 1951 1959 1967 1975 1983 1991 1998

127
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Exemplo — Portfolio m

 Composicao de portfolio:
\ Obrigagdes do Tesouro: 80%
v Acoes: 20%
+ Retornos anuais dos ativos:
\ X: obrigagdes do Tesouro (20%)
V' Y: agdes (80%)
 Retorno anual do portfolio (R):
R=0,2X 40,8Y

129
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- Retornos a¢des vs. obrigacdes do Tesouro m

ljf

- Dados dos retornos:

\ Estimado pelos valores anuais entre 1950 e 2000

T T
002 004 006 008 010 012 014 02 01 00 01 02 03 04

T_Bil T_6i

130
Estatistica Economica Il - 2018

l]f  Retorno médio anual do portfolio: m
pr=0,2ux +0,8uy
= (0,2)(5,2) + (0,8)(13,3) = 11, 68%
\ Portfélio com retorno médio menor que se
fosse composto apenas de agdes

+ Risco do portfolio:
Oh =04 ax T Ohgy + 20 002X O08y
=(0,2)%0% + (0,8)%0% + 2p(0,2 x 0x)(0,8 x oy)
=(0,2)%(2,9)? + (0,8)%(17,0)% + (2)(—0,1)(0,2 x 2,9)(0,8 x 17,0)

= 183,719
or = /183,719 = 13,55%

\ Portfolio ¢ menos volatil que se fosse
composto apenas de agdes

132
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Variavel Retorno . Correlagdo
Retorno anual - ‘. Risco
aleatoria médio entre XeY
Obrigagdes Tesouro X Uy = 52% | ox = 2,9% 01
Acdes Y by =133% | oy =17,0% | ©

\ A¢des possuem retornos superiores as obrigagdes

 Investimento mais volatil deve oferecer retornos
maiores

— Compensar os investidores pelos riscos maiores

131
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