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Ensino de Estatistica na Educagdo Bdsica
Inferéncia: Estimacdo

Estimar um parametro de uma populagio ¢ tentar

definir o valor desconhecido de um pardmetro ¢ a

partir de medida observada (estatistica, no caso

denominada estimador /) em uma amostra

representativa de tal populagio, E uma metodologia
uito importante da inferéncia estatistica.

or exemplo, estimar . (pardmetro) a partir de
(estatistica) ou estimar » (parametro) a partir de »
(estatistica)

Populagao
(N)

Variavel X

Medida
sintese

(parametro)

Ao calcularmos uma medida sintese em uma a
representativa de uma populagéo de interesse
ficamos interessados no seguinte:

- que o valor calculado na amostra (estatistic#)
grandes possibilidades de representar bem o va
desconhecido do parametro;

- que tal valor calculado na amostra (estatistea)
aproxime do valor populacional desconhecido
(parametro) quando a amostra é representativa;
- que ao repetirmos a amostragem, vamos obte
outros valores calculados, todos relativamente
préximos uns dos outr.
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Apostamos nas premissas mencionadas para re
uma estimacdo. Devemos estimar o parametro
informar qual a confiancga (suficientemente grang
depositada na estimativa feita. Dai o célculo do

chamadaNTERVALO DE CONFIANCA, ao qual
associamos UMmIVEL DE CONFIANGA (probabilidade
de que os limites de tal intervalo irdo conter o
verdadeiro valor do parametro, que é desconhe
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(1- NIVEL DE CONFIANCA).

eremos nesta aula.

Como n#o utilizamos todos os valores da populagio

para o calculo da medida sintese, mas apenas os ¥
alores amostrais, hd sempre o risco de se cometer
Im erro ao apresentarmos a estimativa, dado por:

a a necessidade, portanto, de termos conhecimento
sobre como a estatistica se “comporta” nas possiveis
lamostras representativas de mesmo tamanho que
possam ser retiradas da populagdo estudada.

Tal conhecimento € tedrico, e serve para a
construcdo do chamado intervalo de confianca, que

A estatistica, por ser qualquer funcdo de uma
amostra (X, X, ..., X)) € uma VA, entdo podemos
dizer que o “comportamento” da mesma é dado

- sua tendéncia central;
- sua variabilidade;
- a “forma” de sua distribuicdo de probabilida

Ao conhecermos tais caracteristicas sabemos o
“comportamento” da VA e podemos entdo realiz
estimativa com base em tal conhecime

amostra;

E importante atentarmos para a seguinte disting

- Um estimador € uma fungao f (XX, ..

- Uma estimativa é o valor observado de um
estimador em uma dada amostra (isto é: um nu
obtido pela funcéo fi, Xy, ..., X)).

FESTIMACAO DA MEDIA POPULACIONAL i/, :

A estatistica que intuitivamente podemos escolher
para estimar /7, é a média aritmética calculada na
amostra representativa observada, ou seja, .
Devemos conhecer como “flutuam” os valores desta
estatistica observada em amostras representativas de
amanho .
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Se amostra é bem escolhida e se seus element
obtidos de forma aleatéria, ou seja, se a amostr:
representativa, podemos dizer que o valor

observado deve estar proximo ao valor do para

nao observado (desconhecido), mas precisamos
definir melhor qual a distancia provavel da estiat
calculada a este valor desconhec

Se chamamos as médias obtidas em k diferentes

amostras de tamanho n, de *, ), .., %, , podemos

afirmar que tais médias podem apresentar valores

distintos e préximos entre si, mas ndo saberemos

dizer qual a distdncia de cada uma delas ao
erdadeiro valor desconhecido /.

Valor desconheddo p

Se imaginarmos agora que podemos obter todas as
amostras possiveis de tamanho ;

da populagao cujo pardmetro / queremos estimar
(um feito dificil de ser realizado na pratica, mas uma
abstragdo facil de ser realizada), cada amostra nos da
1m valor X para sua média.

Em geral, iremos representar os pardmetros por
letras gregas (por exemplo, /v, @),  a estatisticas

amostrais por letras romanas (4, ©). O quadro a

seguir lista os pardmetros mais importantes € 0s
respectivos simbolos mais usuais:

Estimador e

Medida =
PopulacdoffAmostrall pardmetros de sua
Variavel

Distr. Amostral

desv.padraof T | 1S « I @ (erro padrao)
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Para entender como todas estas variaveis e
constantes se relacionam, precisaremos rever a
teoremas de probabilidades.

Obs: A distibuicdo de qualquer estatistica amost

da ddistribuicdo amostral

A representacdo grafica de tais valores (por exemplo))
Distr. Amostral de ') podera indicar, a titulo de
ilustragdo, o formato representado na figura a seguir,
indicando a flutuacdo dos valores das médias
amostrais.

ote que se o pardmetro ; pudesse ser calculado,

pelas caracteristicas da distribui¢do, 0 mesmo se
encontraria no centro da figura.

4

dnormiviu)
02 03

01

00

T
Il

My

[ESTIMATIVA PONTUAL E INTERVALAR:
odemos usar sempre a seguinte notagdo genérica:

(7} € um parametro qualquer (desconhecido) da
populacio de interesse que queremos estimar e (/ € a
estatistica (medida resumo) correspondente que
itilizamos para realizar a estimacio. Logo,
chamamos ' (ou /() de estimador pontual para

0 pardmetro (.

Como sabemos que em cada amostra de tamanho
podemos obter um valor distinto para o estimador 7,
ramos chamar este valor calculado para o estimador
a amostra observada de estimativa pontual (
para o parametro (% (cada valor de ' do exemplo
anterior).

A estimativa pontual, no entanto, ndo fornece

nenhuma informacgio sobre o erro cometido ao
itilizarmos tal estimativa (a proximidade com o
ralor do pardmetro e a chance de acerto ao usarmos
al estimativa).

ai precisarmos de uma estimativa que nos indique a
argem de erro da mesma e a probabilidade de
acerto ao a utilizarmos.

Profs. L. Bessegato e R. Bastos — Estatistica/ UFJF

16/11/2017



Ensino de Estatistica - 2017

Surge entdo a estimativa intervalar:

associada a uma probabilidade da mesma conter o
rerdadeiro valor do parametro (', chamada de
nivel de confianca.

amos ver, para o caso especifico da estimativa do
parametro /i, como calcular a margem de erro para
1m dado nivel de confianca, e assim podermos
construir um Intervalo de Confianca, que € uma
representacdo da estimativa intervalar.

UM Pouco DE TEORIA

Se a média aritmética amostral ¢ um estimador (no
caso, ¢ + X) do parametro populacional (& — |I..) e a
nesma ¢ uma VA, devemos obter dois parametros
que caracterizem sua distribuicdo: sua média (i) e
seu desvio-padrdo (). também conhecido por erro
adrdo. Além disso, devemos saber qual a forma
que a distribuigdo apresenta.

eremos entdo os teoremas que nos dizem algo a
respeito de tais parametros e a respeito da forma da
distribui¢do amostral da média aritmética. Os dois

eoremas se referem a amostras aleatorias simples.

ara evitar confusdo com o valor do desvio padrio
dos valores da variavel », observados em uma

amostra (. ), 0 desvio-padrdo de qualquer estimador
€ chamado de erro padrao (EP).

Teorema 1: O valor esperado (média) do estimador
i, ou seja, ., € igual ao parametro que desejamos

estimar (1, ) € o seu erro padrdo, ou seja, « ., € igual

a
Resumindo: |1, = i,

Profs. L. Bessegato e R. Bastos — Estatistica/ UFJF

16/11/2017



Ensino de Estatistica - 2017

Pelo o0 que vimos anteriormente, podemos enunciar o
eorema fundamental para a inferéncia estatistica, o
corema do limite central:

Teorema 2: Se o tamanho da amostra i for
suficientemente grande a VA ' segue uma
distribuicao gaussiana centrada em |, € com
desvio-padrio (erro-padrio) igual a

(Em termos praticos vamos considerar i+ | () como
sendo uma amostra suficientemente grande).

wis @l /R, para

00

tilizando a teoria acima podemos escrever:

Ja que para amostras com ! 2l temos. |

. " ¥ e teremos:

Chegaremos entdo a seguinte expressio:

O que foi obtido acima nos fala que se a VA

(estimador) € usada para fornecer uma estimativa
pontual . para /., , entdo ha a probabilidade | -
de que /. estara contido nos limites definidos.
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Se ' € pequeno, de forma que |« é grande, entdo
ha uma grande probabilidade de que a desigualdade
entre paréntesis seja satisfeita. Entdo, podemos ter
grande confianga de que se : € um valor observado

para o estimador , a desigualdade:

também sera satisfeita.
Os limites do IC correspondem ao lado esquerdo e
ao lado direito das desigualdades acima;

A expressdo 7y ¢ chamada de margem de

erro;

A margem de erro da estimativa intervalar depende
do nivel de confianca adotado (1- o) e do tamanho
da amostra, que influencia o valor tedrico do desvio-
padrio do estimador, denominado erro-padrio
(EP).

O lado direito da igualdade definida anteriormente, o
@, € chamado de nivel de confianca do IC

ode-se interpretar entdo que a confian¢a que temos
do IC conter o parametro ¢ igual a

O valor (1- a), que representa o nivel de confianca
da estimativa intervalar, ndo se refere apenas a uma
amostra em particular, mas sim ao desempenho deste
procedimento de estimagdo para todas as possiveis
amostras representativas de tamanho a.

Se amostras aleatorias repetidas de tamanho
sao retiradas da populacao, e se para cada amg
aleatoria for calculado o valor da média amogtr:
um intervalo de confianga com nivel de confiang
a for construido, entdo devemos esperar que
aproximadamente (kx) . 100% destes ICs sejam
afirmativas corretas. O IC calculado a partir de
amostra em particular ndo necessariamente incl
erdadeiro valor do parameti
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Para diferentes valores de 1| -, teremos diferentes

: B et valores para ” .+, (lembre-se dos valores tabelados
A desigualdade a que chegamos, ao substituir /' por /2

«, corresponde ao intervalo de confian¢a para para 7):
estimacao de /. a partir de ', ao nivel de
confianca de Il

O IC também poderia ser representado por:

i on seja, G

amos ver agora um exemplo calculado:

[Em uma pesquisa sobre o tempo de sono em criangas
de 2 a 3 anos, realizada com 540 criangas saudaveis,
encontrou-se um tempo médio igual a 11,7 horas,
com desvio-padrdo igual a 1,3 horas. Qual o tempo

adrdo na populagdo) por -, (o valor observado do nédio de sono para todas as criangas da populagéo
desvio-padrdo amostral) na formula do IC, desde que representada por esta amostra, ao nivel de confianga
a amostra observada seja grande (n >30). de 0,952

Se a variancia na populagéo ;. for desconhecida, unx
procedimento aceitavel é substituir o, (o desvio

esposta: 11,7+ 0,11 h
(ICosq, para /v : 11,59---11,81 horas)

Profs. L. Bessegato e R. Bastos — Estatistica/ UFJF 8
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Resumindo o que ja vimos até agora: ESTIMACAO DA PROPORCAO POPULACIONAL

o Estimativa PONTUAL: um tnico valor (um
nimero)

o Estimativa INTERVALAR: um conjunto de valores (um
intervalo) associado a uma probabilidade, ou NiVEL DE
CONFIANCA (11 @), de que este intervalo inclui o

ara estimar uma propor¢ao desconhecida na
populacdo 7. a partir da proporcao observada na
amostra de tamanho ; (), devemos utilizar o

esmo principio que adotamos para a estimacgao da
: ) ) : edia: ¢ o= aiieenn ale ke, onde (¢ é o valor
verdadeiro valor do pardmetro (que é desconhecido): ) b .

INTERVALO DE CONFIANCA. obtido para o estimador »» na amostra considerada ¢ a
o A probabilidade {1 @) ndo se refere apenas a uma margem de erro ¢ dada por: el TG, onde

amostra em particular, mas sim ao desempenho do

procedimento para todas as possiveis amostras de

" € o erro-padrio do estimador .

mesmo tamanho n.

Jm exemplo calculado:

Logo, o IC para /- serd representado por: a mesma pesquisa do exe_mplo .a.ntcrior 86 criangas
da amostra apresentaram distirbios do sono.
Estimar ao nivel de confianga de 0,95 o percentual
de criangas na populagdo representada por tal

: amostra que apresentam distarbios do sono.

ou scjac

esposta: 86/540 = 0,159 (15,9%);

A interpretagdo do IC é feita de forma analoga. S ble
=0,016;

1Coqs0, para w:: 12,8 --- 19,0%
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O que acontece quando modificamos o nivel de
confianca da estimativa?

or exemplo: para ter mais confian¢a na estimativa o
pesquisador decide utilizar o nivel de confianca 0,99
(99%). Recalcular os ICs para os dois exemplos
anteriores. O que vocé observa?

esposta: os ICs sdo maiores. Houve entdo uma
perda na precisdo da estimativa.

Propriedades desejaveis de um estimador (/:

a) Se @ € um estimador para o parametro ' e se

.. ou seja, se o valor esperado do estimador €
igual ao valor do pardmetro, entdo © € um estimador
nio tendencioso para
Ex: ' ¢ um estimador nédo tendencioso para e
acordo com o Teorema 1.

b) Se | , 880 estimadores nao tendenciosos para
0 parametro (), com erros-f
respectivamente, € se /i, )2, SNLEO. (4, € Ui

estimador mais eficiente (de minima varidiincia)

c) Se ) é um estimador ndo tendencioso para e se
I, 14 { (), entao © é um estimador

consistente para

Ex: Mostre que ' ¢ um estimador consistente para

A variancia do estimador ¢ iguala * de acordo

com Teorema 1. Logo, quando i for muito grande a
aridncia do estimador vai se aproximar de zero.

Dois conceitos importantes sao usualmente
empregados no contexto de estimacao:

1. Exatidao: uma estimativa é exata quando em
média ndo se afastar do valor que deseja estimg

2. Precisdo:uma estimativa é tdo mais precisa
quanto menor for a amplitude do IC obtido.

Profs. L. Bessegato e R. Bastos — Estatistica/ UFJF
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[Logo, podemos concluir que a exatiddo esta . .
associada ao nivel de confianga e a precisdo a QU»}':IIT[O il mtervaloj ol exem.plo: —

nargem de erro. Veja analogia ao esporte de tiro ao estimamos uma proporgao populacional “entre 4
alvo: 02%”, bem exata sera sua estimativa ja que estg
sl intervalo € bem provavel de conter a verdadeira
Precise proporcéo desconhecida. No entanto, o preco o
exatidao é a precisdo: vocé nao esta sendo mui
preciso ao afirmar que a proporgédo desconhecid

—— esta “entre 40 e 92%”". Vocé estara bem confia

(rproduclbiy eron com sua estintiva, mas pouco precis

A0 contrario, quanto menor o intervalo talvez vo
nao consiga depositar a mesma confianca em s
estimativa. Por exemplo, ao estimar a proporca
desconhecida “entre 90 e 92%” a mesma € bast
precisa, mas em termos de confianga na estima O que seria necessario para, mantido um

serd que vocé teria uma confianca no acerto da determinado nivel de confianca (alto), a precisiq
estimativa equivalente a quando a mesma era “¢ estimativa fosse melhorac

40 e 92%” ?

A conclusao é que mantidas as condicdes, inclu
0 tamanho da amostra, existe uma relagéo inve
entre precisdo e exatid

Profs. L. Bessegato e R. Bastos — Estatistica/ UFJF 11
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O que vimos até agora serve para estimac¢do de dois
pardmetros (;+ e »:) na presenca de amostras grandes.
o entanto, em varias situacdes de pesquisa nio se

pode trabalhar com amostras grandes, por questdes
éticas, custo, etc.

ESTIMATIVA COM PEQUENAS AMOSTRASE @,
DESCONHECIDO

o caso de termos amostras pequenas (- ) e a

ariancia populacional desconhecida, quando temos
que utilizar a variancia amostral como sua
estimativa, o Teorema 2 ndo ¢ valido.

estas situagdes, temos a teoria de estimacdo para
pequenas amostras, dada pelo teorema a seguir:

Teorema 3: Se a distribuicdo da variavel ) na
opulagdo seguir uma distribuicdo Gaussiana, entdo

a estatistica . segue uma distribuicio T de

Student com 7 - || graus de liberdade.

A distribui¢do T de Student & simétrica ¢ unimodal,
como a Gaussiana, mas apresenta caudas mais
pesadas do que a Gaussiana. Em outras palavras,
apresenta maior variabilidade, sendo sempre mais
““achatada” que a Gaussiana para um mesmo valor de
média.

Profs. L. Bessegato e R. Bastos — Estatistica/ UFJF

Observe na figura abaixo a distribuicdo Gaussiana
(em preto) comparada a uma distribuigcdao T com 3 (

YGL. e 6 (i ) G.L. (em vermelho e em
azul, respectivamente)

[Podemos observar que, a medida que aumenta. a
distribuicdo T tende para distribuicdo Gaussiana, que
¢ uma T com « G.L.

I .ogo, com pequenas amostras, para um mesmo nivel
de confianca, teremos estimativas intervalares mais

16/11/2017
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Exemplo: Foi medida a glicemia em uma amostra de
25 individuos representativos de uma determinada
populac¢do. Encontrou-se na amostra meédia
aritmética 1,52 g/l e desvio-padrio igual a 0,40 g/1.
Sabe-se, por estudos anteriores, que a glicemia segue
erificado o pressuposto de que a variavel ' segue ima distribui¢do Gaussiana na populagdo. Estimar a
ma distribui¢do Gaussiana, seria assim: axa média de glicemia, na populagdo representada
por esta amostra, ao nivel de confianga de 0,99.

m IC para /i obtido a partir de amostra pequena,

OBS: Lembrar sempre de verificar se a variavel
atende ao pressuposto de normalidade antes de
realizar estimagdes com amostras pequenas!

TAMANHO DE AMOSTRA NECESSARIO (i © /):

a realizagdo de pesquisas precisamos definir o
amanho de amostra necessario, dentro dos recursos
disponiveis, de forma a termos a estimativa

intervalar suficientemente precisa, escolhido um ormalmente ndo temos o valor de v, *. Devemos
nivel de confianca para a mesma.

No caso da média teremos: 7

entdo utilizar um valor obtido em outros estudos para
Tanto para estimativas de médias e de proporgdes a mesma varidvel ou entdo devemos realizar um
devemos definir qual a precisao (em termos estudo piloto (i pelo menos igual a 30) e utilizar

absolutos ou percentuais) que queremos alcangar. i mH AT AE Gl

A margem de erro, que representa a precisdo da
estimativa, deve ser igualada a precisio desejada (1)

de forma que apenas o 7 seja desconhecido.

Profs. L. Bessegato e R. Bastos — Estatistica/ UFJF 13
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o0 caso da proporgdo teremos:

maneira aniloga ao caso de estimagdo da média,
devemos obter ;» a partir de outros estudos para a
mesma variavel ou entdo devemos realizar um
estudo piloto (i pelo menos igual a 3

ejamos um exemplo:

Se desejamos estimar a proporciao de criancas de 2 a
3 anos de idade com distirbios de sono em uma dada)
opulacao, com precisdao de 3 pontos percentuais
ara mais ou para menos ( “) aum nivel de
de 0,95, devemos procurar na literatura
especializada um valor para » (ou entéo realizar um
lestudo piloto com, por exemplo 30 observacdes).
Encontrou-se informacado de que em outras
opulacdes de criancas com a mesma idade o
iduos com distiarbios do sono era
[proximo a 1626 () ) ). Podemos agora

ldeterminar » para a estimacio com tal precisdo.

Se os pesquisadores achassem posteriormente que

ma precisiio de 0,03 nio seria suficiente e que seria
Inecessaria uma precisiao de 0,02, o novo tamanho de
lamostra seris

|Observe que para ganhar 1 ponto percentual de
lIprecisdo seria preciso dobrar o tamanho da amostra!

A relacdo entre a precisdo e tamanho da amost
e linear. Devemos buscar um equilibrio entre

precisao e o tamanho de amostra que seja \

Profs. L. Bessegato e R. Bastos — Estatistica/ UFJF

TAPELADE VALCRES EM IF EM TAMA DIST.

terhs

TP ALNFINIT Osa DO-VALCGREM IF A MENOSINEINIT )

vFA 032500 02000 01500 01000 00500 00250 00100 0.0050
001 1000 1376 15963 3078 6314 12710 31800 63600
00z 016 1.081 2520 4303 6965 9925
003 0765 0978 2353 3182 4541 5Ea
o004 0741 0541 2432 276 3747 4504
o005 0727 0820 2015 25711 3285 4032
008 0712 0906 1943 27T 3a43 307
07 0711 0296 1295 2385 2898 3499
00 0706  0.ERD 1250 2306 2296 3355
009 0703  omA3 1233 222 Zam 3290
olo o700 079 1mz  2mE 2784 3a69
o1 0897 0876 1796 2201 2748 3405
o1z 0895 0873 1782 2479 2681 3055
o013 0634 070 17711 2460 2650 3012
o014 os9z  ozex 1761 245 2624 2977
o015 0691 0286 1074 13H 14753 243 2602 2947
o016 0630 0865 1071 1337 1746 2420 27583 2521
o017 0689 0883 1083 1333 1740 2410 2567 285
o128 06ma 0862 1067 1330 1734 2101 2552 287
o019 0622 0B61 1086 1328 1,729 2003 2539 2301
0Z0  06A7 0850 1084 1325 1725 2086 2578 2845
021 06m6 0853 1063 1323 1721 2080 2518 2831
22 0fm6  0#SE 1061 1321 177 2074+ 2508 2819
03  06R5  O#5E 1060 1319 1714 2063 2500

o074 0pRS 0857 10583 1318 1,711 o84 457 é 797 %
025 06m4 0856 1088 1316 1708 2060 2485 2747
026 06m4 0856 1088 1315 1706 2056 2478 277
©Z7 0BR4e 0855 105 1314 1703 2052  ZAT3 23T
©oZR  06R3 0855 1056 1313 1701 2048 2467 2763
29 0683 0854 1055 131 1,699 2045  ZABZ 279
020 0623 0254 1085 1310 1,697 242 2457 2790
040 0BR1 0851 1050 1303 1,684 2021 2473 2704

0.0025
127,300
14,000
7452
5.598
a7z
437
4079
3833
2.690
3.5%1
2407
2428
3arz
3378
B
32752
32z
2197
274
a5z
2138
EXTH]
3104
3,09
307
3067
3,057
3,047
3.03
3,030
2971

00010

3307

EINILGAO T DE STUDENT QNIE DELIMIT AM AS ARE AS A (DO VALCGREM

00005
636,600
31,800
12920
8510
6,509
599
5402
5041
4781
4537
4437
4312
4221
4.140
4073
4015
3885
38z
EX
350
EX24]
EXC-]
3xer
3745
37z
axor
3590
3674
369
3,648
3551
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