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Sequéncia de eventos governados por leis probabilisticas

OBIETIVO
e Investigar estrutura de variaveis aleatérias X;
e ¢ € um parametro em um conjunto de inidices T

ALGUNS TIPOS DE PROCESSOS ESTOCASTICOS

Passeio aleatorio, processo de renovagao, processo de ramificagao,
filas, movimento Browniano, etc.

Amplas possibilidade de aplicacoes

J
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DEFINICOES FUNDAMENTAIS

DEFINICAO (PROCESSO ESTOCASTICO)

Sequéncia de variaveis aleatérias {X; : r € T}, todas definidas em um
mesmo espaco de probabilidades e indexadas por um conjunto T

X[Q%ECR

ESPACO DE ESTADOS (E)
Conjunto ao qual pertencem todos os possiveis valores de X;
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DEFINICOES FUNDAMENTAIS

DEFINICAO (PROCESSO ESTOCASTICO)

Sequéncia de variaveis aleatérias {X; : r € T}, todas definidas em um
mesmo espaco de probabilidades e indexadas por um conjunto T

X[Q%ECR

ESPACO DE ESTADOS (E)
Conjunto ao qual pertencem todos os possiveis valores de X;

ESPACO PARAMETRICO DE TEMPO (T)

e SeT=0,1,...,{X,} €um processo estocastico em tempo discreto
e SeT = [0,00), {X;} &€ um processo estocastico em tempo continuo
e T pode nao ser unidimensional (Processo de Poisson espacial)
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TiPOS DE PROCESSOS

Atendendo a naturezade T e E

E DISCRETO, T DISCRETO
Geralmente: E=Ze T =N
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DISTRIBUICAO FINITO DIMENSIONAL

DEFINICAO

Para qualquer conjunto finito {#;,1,,...,%} C T, a distribuicdo do vetor
X, X1, - .-, Xy, € denominada distribuigo finito dimensional do
processo.
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DISTRIBUICAO FINITO DIMENSIONAL

DEFINICAO

Para qualquer conjunto finito {#;,1,,...,%} C T, a distribuicdo do vetor
X, X1, - .-, Xy, € denominada distribuigo finito dimensional do
processo.

¢ A totalidade das distribui¢cdes finito dimensionais de um processo
determinam, sob condi¢des gerais, a distribuicdo do processo.

e Um processo estocastico é denominado Gaussiano se todos os
vetores finito dimensionais possuem distribuicdo normal
multivariada

e Para um valor de ¢ fixo, tem-se a distribuicdo unidimensional de X,.
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ESTATISTICAS DE UM PROCESSO

Sejam y; = E[X,] e 02 = Var {X,}, respectivamente, a média e a
variancia associadas a X, .
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ESTATISTICAS DE UM PROCESSO

Sejam y; = E[X,] e 02 = Var {X,}, respectivamente, a média e a
variancia associadas a X; .

DEFINICAO

e Funcdo média do processo: p = {u, : t € T}
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ESTATISTICAS DE UM PROCESSO

Sejam y; = E[X,] e 02 = Var {X,}, respectivamente, a média e a
variancia associadas a X, .

DEFINICAO

e Funcdo média do processo: p = {u, : t € T}
e Func&o variancia do processo: 0% = {¢? : 1 € T}

e Fungao covariancia do processo: o,; = {Cov{X;, X;} : 5, € T}

Aﬂjf

8/105

LuPERCIO F. BESSEGATO (UFJF)

PROCESSOS ESTOCASTICOS



PROCESSOS COM INCREMENTOS INDEPENDENTES

Considerando T = [0, o), @ menos que explicitado em contrario
DEFINICAO

SeX, — X, X, — X;,,...X;, — X, , s80 independentes para todas as

escolhasde 0 <1 <tr--- < t,_1 < t,, dizemos que o processo {X;}
possui incrementos indepedentes.
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PROCESSOS COM INCREMENTOS INDEPENDENTES

Considerando T = [0, o), @ menos que explicitado em contrario

DEFINICAO

SeX, — X, X, — X;,,...X;, — X, , s80 independentes para todas as
escolhasde 0 <1 <tr--- < t,_1 < t,, dizemos que o processo {X;}
possui incrementos indepedentes.

CONSEQUENCIA

Seja um processo {X;} a tempo discreto (T = {0, 1,... }) com
incrementos independentes.

{Z:},Z; = X; — X;_; € uma sequéncia de variaveis aleatérias
independentes,com X, =Zy+Z, +---+ Z;
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PROCESSO COM INCREMENTOS ESTACIONARIOS

DEFINICAO

Diz-se que o processo tem incrementos estacionarios se a distribuicao
dos incrementos X;,+, — X;, depende somente do comprimento . e
nédo do tempo 1.
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PROCESSO COM INCREMENTOS ESTACIONARIOS

DEFINICAO

Diz-se que o processo tem incrementos estacionarios se a distribuicao
dos incrementos X;,+, — X;, depende somente do comprimento . e
nao do tempo ¢.

CONSEQUENCIA
Para um processo com incrementos estacionarios,
d
Xt,+n — Xty = X1, — X;, para qualquer valor de t1, 1, € h.
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PROCESSO COM INCREMENTOS ESTACIONARIOS E
INDEPENDENTES

PROPRIEDADE

Se um processo estocastico {X, : t € T}, com momentos de 2% ordem
finitos, tem incrementos independentes e estacionarios, entao:

Aﬂjf
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PROCESSO COM INCREMENTOS ESTACIONARIOS E
INDEPENDENTES

PROPRIEDADE

Se um processo estocastico {X, : t € T}, com momentos de 2% ordem
finitos, tem incrementos independentes e estacionarios, entao:

O 1 = E[X] = po + myt, onde my = py — po.
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PROCESSO COM INCREMENTOS ESTACIONARIOS E
INDEPENDENTES

PROPRIEDADE
Se um processo estocastico {X, : t € T}, com momentos de 2% ordem
finitos, tem incrementos independentes e estacionarios, entao:

O 1 = E[X|] = po +mqt, onde my = py — po.

® o7 = Var{X;} = 0§ + of’t,onde o} =E [(X; — m)?] — o
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ESTACIONARIEDADE [

DEFINICAO

Um processo estocastico € estacionario quando p, = i, o2 = o2 e
Cov {X;, X;} depende apenas de |t — s].
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ESTACIONARIEDADE [

DEFINICAO

Um processo estocastico € estacionario quando p, = i, o2 = o2 e
Cov {X;, X;} depende apenas de |t — s].

DEFINICAO
Um processo estocastico é estritamente estacionario quando

d P
X, Xeys -, Xoo } = { Xty 40 Xtyhs - - Xye4n ), VR, 11, 1 ... 1. EM esséncia
0 processo esta em equilibrio probabilistico.
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ESTACIONARIEDADE [

DEFINICAO

Um processo estocastico € estacionario quando p, = i, o2 = o2 e
Cov {X;, X;} depende apenas de |t — s].

DEFINICAO
Um processo estocastico é estritamente estacionario quando

d o
X, Xeys -, Xoo } = { Xty 40 Xtyhs - - Xye4n ), VR, 11, 1 ... 1. EM esséncia
0 processo estd em equilibrio probabilistico.

CONSEQUENCIA

Em particular, a distribuicdo de X; e X, sdo identicamente
distribuidos para quaisquer valores de ¢ € h.
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ESTACIONARIEDADE II

DEFINICAO

Um processo estocastico é estacionario no sentido da covariancia
quando Cov {X;,, Xy, 11} = Cov{X,,,X;,+1} € Se possuir segundo
momento finito. E também denominado fracamente estacionario ou
estacionario de 2% ordem.

Jﬁjf
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DEFINICAO

Um processo estocastico é estacionario no sentido da covariancia
quando Cov {X;,, Xy, 11} = Cov{X,,,X;,+1} € Se possuir segundo
momento finito. E também denominado fracamente estacionario ou
estacionario de 2% ordem.

CONSEQUENCIA

Se o processo é estaciondario na covariancia nao implica que ele seja
estritamente estacionario.
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ESTACIONARIEDADE II

DEFINICAO

Um processo estocastico é estacionario no sentido da covariancia
quando Cov {X;,, Xy, 11} = Cov{X,,,X;,+1} € Se possuir segundo
momento finito. E também denominado fracamente estacionario ou
estacionario de 2% ordem.

CONSEQUENCIA

Se o processo é estaciondario na covariancia nao implica que ele seja
estritamente estacionario.

IMPORTANTE
Estacionariedade néao implica independéncia.

v
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ESTATISTICAS DE UM PROCESSO ESTACIONARIO

e Média do processo: i = p, = E[X{]
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ESTATISTICAS DE UM PROCESSO ESTACIONARIO

e Média do processo: i = p, = E[X{]
e Variancia do processo: 0% = o2 = Var {X,}
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ESTATISTICAS DE UM PROCESSO ESTACIONARIO

e Média do processo: i = p, = E[X{]
e Variancia do processo: ¢? = o> = Var {X,}

 Covariancia: v, = Cov {X;, X, 11} ,70 = o2
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ESTATISTICAS DE UM PROCESSO ESTACIONARIO

e Média do processo: i = p, = E[X{]
e Variancia do processo: ¢? = o> = Var {X,}

 Covariancia: v, = Cov {X;, X, 11} ,70 = o2

e Correlagdo: p, = S} —

0101+ o
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PROPRIEDADE DE MARKOV

DEFINICAO

Um processo estocastico possui a propriedade de Markov se
P{Xt 6 A|Xt1 = xl,th = xz, coo ,th = xn} == P{Xt 6 A|th = xn}, para
0<ti<hh- <t <t
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PROPRIEDADE DE MARKOV

DEFINICAO

Um processo estocastico possui a propriedade de Markov se
P{Xt 6 A|Xt1 = xl,th = xz’ [ ,th = xn} = P{Xt 6 A|th = xn}, para
0<ti<hh- <t <t

CONSEQUENCIA
“O futuro ndo depende do passado quando se conhece o presente”

Aﬂjf
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DEFINICOES

DEFINICAO (DISTRIBUICAO INICIAL DO PROCESSO)
E a distribuicao de Xj. J
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DEFINICOES

DEFINICAO (DISTRIBUICAO INICIAL DO PROCESSO)
E a distribuicao de Xj.

DEFINICAO (FUNCAO DE PROBABILIDADE DE TRANSICAO)
P(x,s,1,A) =P{X; € A|lX; =x},T >

CONSEQUENCIA

Conhecidas a distribuicao inicial e a fungao de probabilidade de
transicdo de um processo Markoviano, pode-se calcular todas suas
distribuigdes finito dimensionais.
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DISTRIBUICOES UNIDIMENSIONAIS

Processo Markoviano com espaco de estados finito £ = {0,1,...,M}

P{X, =j}
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DISTRIBUICOES UNIDIMENSIONAIS

Processo Markoviano com espaco de estados finito £ = {0,1,...,M}

M
P{X,=j} =) P{Xo=iX =j}
i=0
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DISTRIBUICOES UNIDIMENSIONAIS

Processo Markoviano com espaco de estados finito £ = {0, 1, . ..

M
P{X,=j} =) P{Xo=iX =j}
i=0

=Y P =X =i} P{Xo =1}
i=0
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DISTRIBUICOES UNIDIMENSIONAIS

Processo Markoviano com espaco de estados finito £ = {0, 1, . ..

i=0
= ZP{X, =j|Xo = i} P{Xo = i}
i=0

M
= "P(i,0,1,j))P {Xo = 1}

i=0
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DISTRIBUICOES FINITO DIMENSIONAI

Processo Markoviano com espaco de estados finito £ = {0,1,...,M}

P{th = il,th = iz,. ..,th = lk} =

y
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DISTRIBUICOES FINITO DIMENSIONAI

Processo Markoviano com espaco de estados finito £ = {0, 1, . ..

P{th = il,th = iz,. ..,th = lk} =
M

= P{Xo=iX, =i1,X,=1i2,.... X, =i}
i=0

y
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DISTRIBUICOES FINITO DIMENSIONAI

Processo Markoviano com espaco de estados finito £ = {0,1,...,M}

P{th = il,th = iz,. ..,th = lk} =
M

= P{Xo=iX, =i1,X,=1i2,.... X, =i}
i=0
M

= P{Xo=i}P{X, =i1|Xo =i} P{X;, = irX;, = i1} ...
i=0

P{X, = ix|Xs_, = ix—1}

M
= Z P {XO = i} P(i, 0, t, i])P(il, t, b, iz) . P<itk,1 s The—1, Ik, ik)
i=0

y
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CADEIAS DE MARKOV

Jﬁjf

LUPERCIO F. BESSEGATO (UFJF) PROCESSOS ESTOCASTICOS 19/105




INTRODUCAO

Em geral, os modelos simples sdo os mais uUteis na andlise de
problemas praticos

Aﬁjf
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INTRODUCAO

Em geral, os modelos simples sdo os mais uUteis na andlise de
problemas praticos

PROCESSOS MARKOVIANOS
¢ Permite modelar a incerteza em muitos sistemas reais que
evoluem dinamicamente no tempo

e Ampla variedade de campos de aplicagéo
e Conceitos basicos: estado e transicao de estado

PROPRIEDADE MARKOVIANA

O conhecimento do estado atual do processo € suficiente para
predizer o comportamento estocéastico futuro do processo

Jﬂjf
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INTRODUCAO II

OBJETIVO

Encontrar descricdo adequada de estados de maneira que o processo
estocastico associado tenha a propriedade Markoviana

Aﬂjf
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INTRODUCAO II

OBJETIVO

Encontrar descricdo adequada de estados de maneira que o processo
estocastico associado tenha a propriedade Markoviana

DESENVOLVIMENTO TEORICO

Aﬁjf
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INTRODUCAO II

OBJETIVO

Encontrar descricdo adequada de estados de maneira que o processo
estocastico associado tenha a propriedade Markoviana

DESENVOLVIMENTO TEORICO
e Processo de Markov a tempo discreto
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INTRODUCAO II

OBJETIVO

Encontrar descricdo adequada de estados de maneira que o processo
estocastico associado tenha a propriedade Markoviana

DESENVOLVIMENTO TEORICO
e Processo de Markov a tempo discreto
e Transicdes de estado ocorrem apenas em tempos fixos

Aﬂjf
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CADEIA DE MARKOV

Espaco de estados discreto e parametro de tempo discreto.

DEFINICAO

Diz-se que um processo estocastico {X; : t € T}, com espaco de
estados £ = {0,1,2,...} e T ={0,1,2,...}, € uma cadeia de Markov
(de primeira ordem) se para Vi, j, n tem-se que:

P{X,11 =j|Xo =i0, X1 =i1,..., Xy =i} = P{Xpy1 =Jj|X =i}

Jﬂjf
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CADEIA DE MARKOV

Espaco de estados discreto e parametro de tempo discreto.

DEFINICAO

Diz-se que um processo estocastico {X; : t € T}, com espaco de
estados £ = {0,1,2,...} e T ={0,1,2,...}, € uma cadeia de Markov
(de primeira ordem) se para Vi, j, n tem-se que:

P{X,11 =j|Xo =i0, X1 =i1,..., Xy =i} = P{Xpy1 =Jj|X =i}

NOTACAO

Pl(j"’”“) =P{X,+1 =j|X, =i} é a probabilidade de transi¢éo de i para j
no tempo n.

Jﬂjf

LUPERCIO F. BESSEGATO (UFJF ) PROCESSOS ESTOCASTICOS 22/105




CADEIA HOMOGENEA

DEFINICAO

A cadeia € homogénea no tempo quando as probabilidades de
transicao néo dependem de r.

Aﬁjf
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CADEIA HOMOGENEA

DEFINICAO

A cadeia € homogénea no tempo quando as probabilidades de
transicao néo dependem de r.

CONSEQUENCIA

P;=P{X;y =jlX, =i}, Vi€ E

LUPERCIO F. BESSEGATO (UFJF ) PROCESSOS ESTOCASTICOS
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PASSEIO ALEATORIO

DEFINICAO
X, =X;_1 +7Z;,com
[ ] XO = 0
e P{Z;=1}=P{Z;=—-1}=1/2,Vi

Jﬁjf
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PASSEIO ALEATORIO

DEFINICAO

X, =X;_1 +7Z;,com

[ ] XO :0
e P{Z=1}=P{Z=—1}=1/2,Vi

EXEMPLO (1)

1
P{Xi = 1|Xo = 0} = P{X; = —1%o = 0} =

Jﬁjf
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EXEMPLO (2)

1

ﬂ]\f
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EXEMPLO (2)

1
P{X, = 0Xo =0} =

1

P{X,=0Xo=0X =1} =P{X, =0, =1} = 5

Jﬁjf
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EXEMPLO (2)

1

P{X, = 0Xo =0} =
1
P{X,=0Xo=0X =1} =P{X, =0, =1} = 5

1
P{X,=0X=0X1=~1}=P{Xs=0Xi =1} = >

Jﬁjf
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EXEMPLO (2)
1
P {X; = 0[Xo = 0} =
1
P{X =0X0=0,X; =1} =P{Xx =0|X; =1} = 2
1
P{X;=0Xo=0,X; =—-1} =P{X, =0|X; = —1} = 3
P{Xz = 0|X() :0} :P{Xz =0|X1 = l}P{Xl = 1|X0 :0}-|-
P{X, =0X; = —1}P{X; = —1|X, = 0}

Aﬁjf
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EXEMPLO (2)
1
P {X; = 0[Xo = 0} =
1
P{X =0X0=0,X; =1} =P{Xx =0|X; =1} = 2
1
P{X;=0Xo=0,X; =—-1} =P{X, =0|X; = —1} = 3
P{Xz = 0|X() :0} :P{Xz =0|X1 = l}P{Xl = 1|X0 :0}-|-
P{X, =0X; = —1}P{X; = —1|X, = 0}

1
P{X; =0|Xo =0} = E,VZ‘GE

Aﬁjf
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TRAJETORIAS DE PASSEIOS ALEATORIOS

5.000 passos com p = 0,50

T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000

Index

Aﬂjf
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TRAJETORIAS DE PASSEIOS ALEATORIOS

5.000 passos com p = 0,50 5.000 passos com p = 0,48

T T T T T T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

Index Index

Jﬂjf
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MATRIZ DE PROBABILIDADES DE TRANSICAO

DEFINICAO

Se a cadeia € homogénea no tempo, a matriz de probabilidade de
transicao (em um passo) é:

P=(P;),ijeE

Aﬁjf
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MATRIZ DE PROBABILIDADES DE TRANSICAO

DEFINICAO
Se a cadeia é homogénea no tempo, a matriz de probabilidade de
transicao (em um passo) é:

P=(P;),ijeE

PROPRIEDADES DE P
0 Pij > O, Vl,]

(2] ZJEE P; = 1,Yi € E, ou seja, para i fixo, {P; : j € E} define uma
funcao de probabilidade.

Aﬂjf
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MATRIZ DE PROBABILIDADES DE TRANSICAO

DEFINICAO

Se a cadeia é homogénea no tempo, a matriz de probabilidade de
transicao (em um passo) é:

P=(P;),ijeE

PROPRIEDADES DE P
0 Pij > O, Vl,]

(2] ZJEE P; = 1,Yi € E, ou seja, para i fixo, {P; : j € E} define uma
funcao de probabilidade.

Toda matriz que satifaz (1) e (2) € chamada matriz estocastica J

it

LUPERCIO F. BESSEGATO (UFJF ) PROCESSOS ESTOCASTICOS 2717105



EXEMPLO

RATO EM LABIRINTO
Um rato é colocado no labirinto abaixo.

Jﬁjf
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EXEMPLO

RATO EM LABIRINTO

Um rato é colocado no labirinto abaixo. Ele move-se ao acaso através
dos compartimentos.

Aﬂjf
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EXEMPLO

RATO EM LABIRINTO

Um rato é colocado no labirinto abaixo. Ele move-se ao acaso através
dos compartimentos. Ele faz uma troca de compartimento em cada
instante de tempo.

Jﬂjf
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EXEMPLO

RATO EM LABIRINTO

Um rato é colocado no labirinto abaixo. Ele move-se ao acaso através
dos compartimentos. Ele faz uma troca de compartimento em cada
instante de tempo. O estado do sistema € o nUmero do compartimento
em que o rato esta.

Jﬂjf
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EXEMPLO

RATO EM LABIRINTO

Um rato é colocado no labirinto abaixo. Ele move-se ao acaso através
dos compartimentos. Ele faz uma troca de compartimento em cada
instante de tempo. O estado do sistema € o nUmero do compartimento
em que o rato esta.

Determine a matriz de probabilidades de transicdo deste processo.

R
_7+8+9_

Jﬂjf
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SOLUCAO

17O 1/2 0 1/2 0 0 0 0 0]
2(1/3 0 1/3 0 1/3 0 0 0 0
30 12 0 12 0 0 0 0 0
4113 0 0 0 1/3 0 1/3 0 0
P=5|0 1/4 0 1/4 0 1/4 0 1/4 0
6/0 o0 1/3 0 1/3 0 0 0 1/3
710 0 0 12 0 0 0 1/2 0
8o o0 0 o0 1/3 0 1/3 0 1/3
9Lo 0o o0 0 0 1/2 0 1/2 0

Aﬂjf
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DISTRIBUICAO MARGINAL DE X

FUNCAO DE PROBABILIDADE DE X
a( = [ap(i);i € E], com ag(i) = P{Xy = i},

em que « é o vetor que define a funcao de probabilidade de Xjp.

Jﬁjf
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DISTRIBUICAO MARGINAL DE X

FUNCAO DE PROBABILIDADE DE X

a( = [ao(i);i € E], com ag(i) = P{Xy = i},

em que « é o vetor que define a funcao de probabilidade de Xjp.

A funcgéo de probabilidade de X, € chamada funcao de probabilidade
inicial da cadeia

Jﬁjf

30/105
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DISTRIBUICAO MARGINAL DE X;

FUNCAO DE PROBABILIDADE DE X;

a1(j) = P{X1 =}

Jﬁjf
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DISTRIBUICAO MARGINAL DE X;

FUNCAO DE PROBABILIDADE DE X;

a1(j) =P{Xi =}
= P{Xo=iX =j}

iek

LUPERCIO F. BESSEGATO (UFJF ) PROCESSOS ESTOCASTICOS
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DISTRIBUICAO MARGINAL DE X;

FUNCAO DE PROBABILIDADE DE X;

a1(j) = P{X; =}
= ZP{XO =i, X =j}

= P{Xo=i}P{X; =j|Xo =i}

icE

LUPERCIO F. BESSEGATO (UFJF ) PROCESSOS ESTOCASTICOS
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DISTRIBUICAO MARGINAL DE X;

FUNCAO DE PROBABILIDADE DE X;

Oé](j) :P{Xl :J}
= ZP{XO =1i,X; =j}
= P{Xo=i}P{X; =j|Xo =i}
i€k

ai(j) =Y ao(i)P;

icE

LUPERCIO F. BESSEGATO (UFJF ) PROCESSOS ESTOCASTICOS
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EXEMPLO

DADOS
Suponha E = {0, 1,2, 3}, o, = [0,2;0, 1;0,3;0,4] e

0,1 0,3 0 0,6
p_|0 0204 04
0,3 0,1 0,2 0,4
06 0 04 0

PROCESSOS ESTOCASTICOS
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EXEMPLO

DADOS
Suponha E = {0, 1,2, 3}, o, = [0,2;0, 1;0,3;0,4] e

0,1 0,3 0 0,6
0 0,2 0,4 0,4
0,3 0,1 0,2 0,4
06 0 04 0

P-—

al(o) = P{Xl = 0} = [072707 170737074]

0,1

0,3
0,6

=0,35

o

LUPERCIO F. BESSEGATO (UFJF) PROCESSOS ESTOCASTICOS
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EXEMPLO (CONT.)

DISTRIBUICAO MARGINAL DE X;

Jﬂjf
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EXEMPLO (CONT.)

DISTRIBUICAO MARGINAL DE X;

a =10,2;0,1;0,3;0,4]

0,1
0

0,6

0,3 0
0,2 0,4

0 0,4

0,6
0,4

0,3 0,1 0,2 0,4

0

LuPERCIO F. BESSEGATO (UFJF)

PROCESSOS ESTOCASTICOS
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EXEMPLO (CONT.)

DISTRIBUICAO MARGINAL DE X;

0,1

, 0

a’ =1[0,2;0,1;0,3;0,4]
0,6

a1’ =10,35;0,11;0,26;0,28]

0,3 0
0,2 0,4

0 0,4

0,6
0,4

0,3 0,1 0,2 0,4

0

PROCESSOS ESTOCASTICOS
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DISTRIBUICAO MARGINAL DE X,

FUNCAO DE PROBABILIDADE DE X,

@ (j) = P{Xs =}

Jﬂjf
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DISTRIBUICAO MARGINAL DE X,

FUNCAO DE PROBABILIDADE DE X,

a(j) =P{X =j}
=> P{X; =iX; =}

i€k

Jﬁjf
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DISTRIBUICAO MARGINAL DE X,

FUNCAO DE PROBABILIDADE DE X,

a(j) = P{Xz =j}
= ZP{Xl =i, X, =j}

arlf) = Y en(i)Py

icE

Jﬁjf
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EXEMPLO

DADOS
Exemplo anterior, com o = [0,35;0,11;0,26;0,28] e

0,1 0,3 0 0,6
0 0,2 04 04
0,3 0,1 0,2 0,4
06 0 04 0

P—

LUPERCIO F. BESSEGATO (UFJF) PROCESSOS ESTOCASTICOS
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EXEMPLO

DADOS
Exemplo anterior, com o = [0,35;0,11;0,26;0,28] e

0,1 0,3 0 0,6
0 0,2 04 04
0,3 0,1 0,2 0,4
06 0 04 0

P—

0,1
0
0,3
0,6

a2(0) = P{X, = 1} = [0,35;0, 11;0,26;0, 28]

= 0,281

v

LUPERCIO F. BESSEGATO (UFJF) PROCESSOS ESTOCASTICOS
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EXEMPLO (CONT.)

DISTRIBUICAO MARGINAL DE X,

Jﬂjf
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EXEMPLO (CONT.)

DISTRIBUICAO MARGINAL DE X,

0,1 0,3 0 0,6
0 0,2 0,4 0,4
0,3 0,1 0,2 0,4
0,6 0 04 0

al = [0,35;0,11;0,26;0, 28]

Jﬁjf
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EXEMPLO (CONT.)

DISTRIBUICAO MARGINAL DE X,

0,1 0,3 0 0,6
0 0,2 0,4 0,4
0,3 0,1 0,2 0,4
0,6 0 0,4 0

ay’ =10,281;0, 153;0,208; 0, 358]

al = [0,35;0,11;0,26;0, 28]

LUPERCIO F. BESSEGATO (UFJF ) PROCESSOS ESTOCASTICOS
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DISTRIBUICAO MARGINAL E CONJUNTA

Dadas a distribuigao inicial da cadeia e a matriz de probabilidades de
transicdo, pode-se calcular:

¢ a distribuicdo marginal de X,k > 1
e adistribuicdo conjunta de (X1, Xz, ..., Xx)

Aﬂjf
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DISTRIBUICOES MARGINAIS

DISTRIBUICOES MARGINAIS DA CADEIA
Em notag¢do matricial.

Jﬁjf
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DISTRIBUICOES MARGINAIS

DISTRIBUICOES MARGINAIS DA CADEIA
Em notag¢do matricial.

al=a,P

LUPERCIO F. BESSEGATO (UFJF ) PROCESSOS ESTOCASTICOS
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DISTRIBUICOES MARGINAIS

DISTRIBUICOES MARGINAIS DA CADEIA
Em notag¢do matricial.

a,P
aiP=(ajP)P=ca P’

NS =~

(87
(87

Jﬁjf
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DISTRIBUICOES MARGINAIS

DISTRIBUICOES MARGINAIS DA CADEIA
Em notag¢do matricial.

(87
(87

Jﬁjf
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DISTRIBUICOES MARGINAIS

DISTRIBUICOES MARGINAIS DA CADEIA
Em notag¢do matricial.

/

al=a,P
ab=a|P= (c\af)P)P:a’OP2

al :az_lP:az_sz = :af)Pk

FUNCAO DE PROBABILIDADE DE X;

af=ajyPt

Jﬁjf

38/105
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| E FUNCAO DE PROBABILIDADE?

Jﬁjf
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| E FUNCAO DE PROBABILIDADE?

al=a,P
S o)~ X (Lentons)
JEE JEE i€k

Jﬁjf
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| E FUNCAO DE PROBABILIDADE?

- a
1= &y

P
> o) =3 (Zenom) - Tenon

JEE i€E i€E jEE

Jﬁjf
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| E FUNCAO DE PROBABILIDADE?

al=a,P
> g =z(zao n) - T
JEE JjE icE i€E jeE
=D _ao(i) Y Pj
ick JEE

Aﬁjf
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| E FUNCAO DE PROBABILIDADE?

=a,P
ZO&](] = Z <ZO&0 ) = ZZQQ(i)PU

Mas > ,cp Py = 1. Assim:

Sanl) =Y aoli) =

JEE i€E

Aﬂjf
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DISTRIBUICAO CONJUNTA

TRAJETORIA EM 2 PASSOS

P{Xo=1iX =jX =k}

Jﬂjf
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DISTRIBUICAO CONJUNTA

TRAJETORIA EM 2 PASSOS

P{Xo=iXH =jX =k} =P{Xo =i} P{X; =j|Xo = i} P{Xo = k|Xo = i, X; =}

Jﬁjf
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DISTRIBUICAO CONJUNTA

TRAJETORIA EM 2 PASSOS

P{Xo=iXi =j,Xs =k} = P{Xo = i} P{Xi = j|Xo = i} P{Xo = k|Xo = i, Xi = j}
=P{Xo =i} P{Xi = j|Xo = i} P{X> = k|X; =j}

Jﬁjf
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DISTRIBUICAO CONJUNTA

TRAJETORIA EM 2 PASSOS

P{Xo=i, X =j,X =k} =P{Xo =i} P{X; = j|Xo = i} P{Xs = k|Xo = i, X; = j}
=P{Xo=i}P{X; =j|Xo = i} P {Xo = k|X; = j}
= ao(i)P;Pi

Jﬁjf
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DISTRIBUICAO CONJUNTA

TRAJETORIA EM 2 PASSOS

P{Xo=iXI =j,Xo =k} =P{Xo =i} P{X; = j|Xo =

—P{X() l}P{Xl —]|Xo
= ao(i)PyPj

IYP{X, = k|Xo = i, X, =j}

l}P{Xz = k|X1 —]}

TRAJETORIA EM r PASSOS

P{Xo=i0,X) =i1,....Xr =is}
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DISTRIBUICAO CONJUNTA

TRAJETORIA EM 2 PASSOS

P{Xo=i X =jX =k} =P{Xo =i} P{X, =j|Xo = i} P{Xo = k|Xo = i, X, = j}

—P{X() l}P{Xl —]|Xo l}P{Xz —k|X1 —]}
= ao(i)PyiPje

TRAJETORIA EM r PASSOS

P{Xo=i0,Xi =i1,....Xr =i} =P{Xo=io} P{X\ = it|Xo = io} . ..

P{Xr = ir|Xr71 = irfl}

LUPERCIO F. BESSEGATO (UFJF) PROCESSOS ESTOCASTICOS

Jﬁjf

40/105



DISTRIBUICAO CONJUNTA

TRAJETORIA EM 2 PASSOS

P{Xo =i,Xi =j,Xo =k} = P{Xo = i} P{Xi = j|Xo = i} P{X> = k|Xo = i, Xi = j}
= P{X() l}P{Xl _]|X() l}P{Xz = k|X1 _]}
= ao(i)PyPj

TRAJETORIA EM r PASSOS

P{Xo=i0,Xi =i1,....Xr = i} = P{Xo = io} P{X; = i1|Xo = io} . ..
P{Xr = ir|Xr71 = irfl}
= aw(io)Pig,iy Piyiy - - - Pi,_y iy

Jﬂjf
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EXEMPLO

DADOS

CalcularP{Xp = 1,X; =0,X, =0}, com E = {1,2,3,4},
0,1 0,3 0 0,6

0 0,2 0,4 0,4
0,3 0,1 0,2 0,4
0,6 0 04 0

a6: [0,2;0,1;0,3;0,4] e P =

Aﬂjf
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EXEMPLO

DADOS

CalcularP{Xp = 1,X; =0,X, =0}, com E = {1,2,3,4},
0,1 0,3 0 0,6
0 0,2 0,4 0,4
0,3 0,1 0,2 0,4
0,6 0 04 0

a6: [0,2;0,1;0,3;0,4] e P =

SOLUCAO

P{Xy=1,X =0,X =0} =P{Xo = 1}P{X; = 0]Xo = 1} P {X; = 0], = 0}
= ap(1)P1oPoo = 0

Aﬂjf

PROCESSOS ESTOCASTICOS 41/105
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PROBABILIDADES DE TRANSICAO DE 24 ORDEM

P{X, =j|Xo =i}

Jﬂjf
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PROBABILIDADES DE TRANSICAO DE 24 ORDEM

P{Xy =jlXo =i} =) P{X; =kXs =jlXo = i}
keE

Jﬁjf
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PROBABILIDADES DE TRANSICAO DE 24 ORDEM

P{X, = j|Xo =i} = Y P{Xi = k,Xo = j|Xo = i}
keE
= P{X; = k|Xo =i} P{X, = j|X| = k}
keE

Jﬁjf
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PROBABILIDADES DE TRANSICAO DE 24 ORDEM

P{X, =jlXo =i} =Y P{X) =k X =jlXo = i}
keE
= P{X; = k|Xo =i} P{X, = j|X| = k}
keEE

= Z Py Py

keE

LUPERCIO F. BESSEGATO (UFJF) PROCESSOS ESTOCASTICOS
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PROBABILIDADES DE TRANSICAO DE 24 ORDEM

P{X; =jlXo =i} =) P{Xi =k X, =j|Xo = i}
keE

= P{X; = k|Xo =i} P{X, = j|X| = k}
keE

= Z Py Py

keE

P {X, = j|Xo = i} é a célula (i,j)da matriz P?

LUPERCIO F. BESSEGATO (UFJF) PROCESSOS ESTOCASTICOS

Jﬁjf
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TRANSICAO DE 2 ORDEM

MATRIZ DE PROBABILIDADES DE TRANSICAO

NOTACAO

2 . .
PP =P {Xuy2 = jIX, = i}

Jﬂjf
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TRANSICAO DE 2 ORDEM

MATRIZ DE PROBABILIDADES DE TRANSICAO

NOTACAO

2 . .
PP =P {Xuy2 = jIX, = i}

A matriz P> é formada pelas probabilidades de transicdo de 2% ordem. J

Jﬁjf
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PROBABILIDADE DE TRANSICAO DE 24 ORDEM

DADO

0,1 0,3 0 0,6
0 0,2 0,4 0,4
0,3 0,1 0,2 0,4
0,6 0 0,4 0

P—
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PROBABILIDADE DE TRANSICAO DE 24 ORDEM

DADO

0,1 0,3 0 0,6
0 0,2 0,4 0,4
0,3 0,1 0,2 0,4
0,6 0 0,4 0

P—

MATRIZ DE TRANSICAO DE 2 ORDEM

0,37 0,09 0,36 0,18
0,36 0,08 0,32 0,24
0,33 0,13 0,24 0,30
0,18 0,22 0,08 0,52

P2 =

LUPERCIO F. BESSEGATO (UFJF ) PROCESSOS ESTOCASTICOS
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PROBABILIDADE DE TRANSICAO DE 24 ORDEM

DADO

0,1 0,3 0 0,6
0 0,2 0,4 0,4
0,3 0,1 0,2 0,4
0,6 0 0,4 0

P—

MATRIZ DE TRANSICAO DE 2 ORDEM

0,37 0,09 0,36 0,18
0,36 0,08 0,32 0,24
0,33 0,13 0,24 0,30
0,18 0,22 0,08 0,52

P2 =

P{X,=0[Xo=1} =P} =0,36
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PROBABILIDADE DE TRANSICAO DE 3 ORDEM

P{X; =j|Xo =i}

Jﬂjf
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PROBABILIDADE DE TRANSICAO DE 3 ORDEM

P{Xs=jlXo =i} =) P{X=kXs =j|Xo =i}
keE

Jﬁjf
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PROBABILIDADE DE TRANSICAO DE 3 ORDEM

P{X; =j|Xo =i} = Y P{Xo =k, X3 = j|Xo = i}
keE
= P{X, = k|Xo =i} P{X; = j|X, = k}
keE

Jﬁjf
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PROBABILIDADE DE TRANSICAO DE 3 ORDEM

P{Xs=jlXo =i} =) P{X=kXs =j|Xo =i}

keE
= P{X, = k|Xo =i} P{X; = j|X, = k}
keE
2
=D PPy = (P
keE

LUPERCIO F. BESSEGATO (UFJF ) PROCESSOS ESTOCASTICOS
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PROBABILIDADE DE TRANSICAO DE 3 ORDEM

P{X; =jlXo =i} =) P{Xo =k Xs = j|Xo = i}
keE
= P{X, = k|Xo =i} P{X; = j|X, = k}
keE
2
=> PPy = (P)y
keE

— p®
=P;
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PROBABILIDADE DE TRANSICAO DE 3 ORDEM

P{X; =jlXo =i} =) P{Xo =k Xs = j|Xo = i}
keE
= P{X, = k|Xo =i} P{X; = j|X, = k}
keE
2
=> PPy = (P)y
keE

— p®
=P;

NOTACAO

3 g .
PY) =P {Xouy3 = jIX, = i}

Jﬁjf
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PROBABILIDADE DE TRANSICAO DE 3 ORDEM

DADO

0,1 0,3 0 0,6
0 0,2 04 0,4
0,3 0,1 0,2 0,4
06 0 04 0

P=

LUPERCIO F. BESSEGATO (UFJF) PROCESSOS ESTOCASTICOS
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PROBABILIDADE DE TRANSICAO DE 3 ORDEM

DADO

0,1 0,3 0 0,6
0 0,2 04 0,4

0,3 0,1 0,2 0,4

06 0 04 0

P=

MATRIZ DE TRANSICAO DE 3 ORDEM

0,253 0,165 0,180 0,402
0,276 0,156 0,192 0,376
0,285 0,149 0,220 0,346
0,354 0,106 0,312 0,228

Pi =
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Aﬁjf

46 /105



PROBABILIDADE DE TRANSICAO DE 3 ORDEM

DADO

0,1 0,3 0 0,6
0 0,2 0,4 0,4

0,3 0,1 0,2 0,4

0,6 0 0,4 0

P—

MATRIZ DE TRANSICAO DE 3 ORDEM

0,253 0,165 0,180 0,402
0,276 0,156 0,192 0,376
0,285 0,149 0,220 0,346
0,354 0,106 0,312 0,228

Pi =

P{X; =0|Xo =1} = P} = 0,276
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PROBABILIDADE DE TRANSICAO DE ORDEM r

Em geral,
P =P{X, = j|Xo = i} J

Jﬂjf
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PROBABILIDADE DE TRANSICAO DE ORDEM r

Em geral,
PEJ.’) = P{X, = j|Xo = i}

CONSEQUENCIA

ﬂ]\f
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PROBABILIDADE DE TRANSICAO DE ORDEM r

Em geral,
PEJ.’) = P{X, = j|Xo = i}

CONSEQUENCIA
© P{Xo=iX, =j} = ag(i)P}]
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PROBABILIDADE DE TRANSICAO DE ORDEM r

Em geral,
PEJ.’) = P{X, = j|Xo = i}

CONSEQUENCIA
© P {Xo=i,X, = j} = ao(i)P
® P{X,\, =jlX, =i} =P

LUPERCIO F. BESSEGATO (UFJF) PROCESSOS ESTOCASTICOS

Jﬂjf

47 /105



PROBABILIDADE DE TRANSICAO DE 50 ORDEM

DADO

0,1 0,3 0 0,6
0 0,2 04 0,4
0,3 0,1 0,2 0,4
06 0 04 0

P=

LUPERCIO F. BESSEGATO (UFJF ) PROCESSOS ESTOCASTICOS
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PROBABILIDADE DE TRANSICAO DE 50 ORDEM

DADO

0,1 0,3 0 0,6
0 0,2 0,4 0,4
0,3 0,1 0,2 0,4
0,6 0 0,4 0

P—

MATRIZ DE TRANSICAO DE 3 ORDEM

0,297 0,141 0,234 0,328
0,297 0,141 0,234 0,328
0,297 0,141 0,234 0,328
0,297 0,141 0,234 0,328

PSO _
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PROBABILIDADE DE TRANSICAO DE 50 ORDEM

DADO

0,1 0,3 0 0,6
0 0,2 04 0,4
0,3 0,1 0,2 0,4
06 0 04 0

P=

MATRIZ DE TRANSICAO DE 3 ORDEM

0,297 0,141 0,234 0,328
0,297 0,141 0,234 0,328
0,297 0,141 0,234 0,328
0,297 0,141 0,234 0,328

PSO _

P {Xs0 = 0[Xo = i} = P = 0,297, Vi € E

LUPERCIO F. BESSEGATO (UFJF ) PROCESSOS ESTOCASTICOS
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EQUACAO DE CHAPMAN-KOLMOGOROV

Estabelece as probabilidades de transicao de um estado i para um
estado j em n + r passos.

n+r)
=3 PPPY

keE

Aﬁjf
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EQUACAO DE CHAPMAN-KOLMOGOROV

Estabelece as probabilidades de transicao de um estado i para um
estado j em n + r passos.

n+r)
=3 PPPY

keE

EXEMPLO

P{Xo = i0,Xs = is,Xs = is} = P{Xo =g} P{Xs = is|Xo = io} P{Xs = is|Xs = i}

igiz" i3is

Jﬁjf
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EXEMPLO

DADOS

CalcularP{Xp =1,X3 =0,Xs = 1,X3 = 3}, com E = {1,2,3,4},
0,1 0,3 0 0,6

0 0,2 0,4 0,4

0,3 0,1 0,2 0,4

0,6 0 0,4 0

a6: [0,2;0,1;0,3;0,4] e P =

Aﬂjf
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EXEMPLO

DADOS
CalcularP{Xp =1,X3 =0,Xs = 1,X3 = 3}, com E = {1,2,3,4},
0,1 0,3 0 0,6

0 0,2 0,4 0,4
I . . . _ ) ) 9
aly =[0,2;0,1;0,3;0,4] e P = 03 01 0.2 04

0,6 0 0,4 0

SOLUCAO

P{Xo=1,X3=0,Xs=1,Xs =3} =P{Xo = 1} P{X3 = 0|Xp = 1} P{Xs = 1|X3 = 0}
P{Xs =3|Xs = 1}

= ao(1)PY PSP = (0,1)(0,276)(0, 165)(0, 376)
= 0,002

Aﬂjf

50/105
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EXEMPLO - RATO

RATO EM LABIRINTO
Um rato é colocado no labirinto abaixo.

Jﬁjf
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EXEMPLO - RATO

RATO EM LABIRINTO

Um rato é colocado no labirinto abaixo. Ele move-se ao acaso através
dos compartimentos.

Aﬂjf
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EXEMPLO - RATO

RATO EM LABIRINTO

Um rato é colocado no labirinto abaixo. Ele move-se ao acaso através
dos compartimentos. Ele faz uma troca de compartimento em cada
instante de tempo.

Aﬂjf
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EXEMPLO - RATO

RATO EM LABIRINTO

Um rato é colocado no labirinto abaixo. Ele move-se ao acaso através
dos compartimentos. Ele faz uma troca de compartimento em cada
instante de tempo. O estado do sistema € o nUmero do compartimento
em que o rato esta.

Jﬂjf
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EXEMPLO - RATO

RATO EM LABIRINTO

Um rato é colocado no labirinto abaixo. Ele move-se ao acaso através
dos compartimentos. Ele faz uma troca de compartimento em cada
instante de tempo. O estado do sistema € o nUmero do compartimento
em que o rato esta.

Determine a matriz de probabilidades de transicdo deste processo.

R
_7+8+9_

Jﬂjf
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SOLUCAO

17O 1/2 0 1/2 0 0 0 0 0]
2(1/3 0 1/3 0 1/3 0 0 0 0
30 12 0 12 0 0 0 0 0
4113 0 0 0 1/3 0 1/3 0 0
P=5|0 1/4 0 1/4 0 1/4 0 1/4 0
6/0 o0 1/3 0 1/3 0 0 0 1/3
710 0 0 12 0 0 0 1/2 0
8o o0 0 o0 1/3 0 1/3 0 1/3
9Lo 0o o0 0 0 1/2 0 1/2 0

Aﬂjf
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EXEMPLO - CLIMA

CLIMA EM MONTES CLAROS

A probabilidade de nao chover amanha é de 0, 8, caso hoje esteja
seco. Porém é de apenas 0, 6, caso hoje seja chuvoso.

Aﬂjf



EXEMPLO - CLIMA

CLIMA EM MONTES CLAROS

A probabilidade de nao chover amanha é de 0, 8, caso hoje esteja
seco. Porém é de apenas 0, 6, caso hoje seja chuvoso.

ESTADOS

X[:

0 ,sediaré seco
1 , sediaté chuvoso

Aﬂjf




EXEMPLO - CLIMA

CLIMA EM MONTES CLAROS

A probabilidade de nao chover amanha é de 0, 8, caso hoje esteja
seco. Porém é de apenas 0, 6, caso hoje seja chuvoso.

ESTADOS

X[:

0 ,sediaré seco
1 , sediaté chuvoso

ToPOLOGIA DA CADEIA




EXEMPLO - CLIMA

CLIMA EM MONTES CLAROS

A probabilidade de nao chover amanha é de 0, 8, caso hoje esteja
seco. Porém é de apenas 0, 6, caso hoje seja chuvoso.

ESTADOS

X[:

0 ,sediaré seco
1 , sediaté chuvoso

TOPOLOGIA DA CADEIA

OO




EXEMPLO - CLIMA

CLIMA EM MONTES CLAROS

A probabilidade de nao chover amanha é de 0, 8, caso hoje esteja
seco. Porém é de apenas 0, 6, caso hoje seja chuvoso.

ESTADOS

X[:

0 ,sediaré seco
1 ,sediaré chuvoso

ToPOLOGIA DA CADEIA
0,6

Ogmo="

v
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EXEMPLO - CLIMA

CLIMA EM MONTES CLAROS

A probabilidade de nao chover amanha é de 0, 8, caso hoje esteja
seco. Porém é de apenas 0, 6, caso hoje seja chuvoso.

ESTADOS

0 ,sediaré seco
Xz = . P
1 , sediar é chuvoso

ToPOLOGIA DA CADEIA
0,6

0,2

v

LUPERCIO F. BESSEGATO (UFJF) PROCESSOS ESTOCASTICOS

53/105



EXEMPLO - CLIMA II

MATRIZ DE PROBABILIDADES DE TRANSICAO

0 [0,8 0,2}

P=, 0,6 0,4

Jﬂjf
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EXEMPLO - CLIMA II

MATRIZ DE PROBABILIDADES DE TRANSICAO

0 [0,8 0,2}

P=, 0,6 0,4

Quais serao as probabilidades de transi¢cao de 365* ordem (daqui um
ano)?

Jﬁjf

54/105
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ALGUMAS APLICACOES DE CADEIA DE MARKOV

APLICACOES
e Modelo de estoque
e Modelos de manutencao
e Modelos de evolugcao de ativos
e Modelos crédito

Aﬁjf
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EXEMPLO - OFICINA

FALHA DE EQUIPAMENTOS

Ha 3 maquinas, que podem falhar a cada dia com uma probabilidade
de 0.1, independente uma das outras. Oficina de reparo com
capacidade de apenas uma maquina por dia. Maquina reparada nao

falha no préximo dia. Maquina 1 tem prioridade (gargalo na produgéo).
Maquina 3 tem a menor prioridade.

Jﬂjf
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EXEMPLO - OFICINA

FALHA DE EQUIPAMENTOS

Ha 3 maquinas, que podem falhar a cada dia com uma probabilidade
de 0.1, independente uma das outras. Oficina de reparo com
capacidade de apenas uma maquina por dia. Maquina reparada nao
falha no préximo dia. Maquina 1 tem prioridade (gargalo na produgéo).
Maquina 3 tem a menor prioridade.

ESTADOS
1: maquina 1 falha 5: maquinas 1 e 3 falham
2: maquina 2 falha 6: maquinas 2 e 3 falham
3: maquina 3 falha 7: todas maquinas falham
4: maquinas 1 e 2 falham 8: todas maquinas trabalham

Jﬂjf
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EXEMPLO - OFICINA II

MATRIZ DE PROBABILIDADES DE TRANSICAO
1T O 0,09 0,09 0 0 0,01 0 0,817
210,09 0 0,09 0 0,01 0 0 0,81
31009 0,09 0 0,01 0 0 0 0,81
p_4l O 0,9 0 0 0 0,1 0 0
5 0 0 0,9 0 0 0,1 0 0
6| 0 0 0,9 0 0,1 0 0 0
7 0 0 0 0 0 1 0 0
8 10,081 0,081 0,081 0,009 0,009 0,009 0,001 0,729

Aﬂjf
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EXEMPLO - OFICINA 111

PROBABILIDADES DE TRANSICAO ATE O 50 DIA

[0.074 0.081
0.074 0.081
0.074 0.081
0.074 0.081
0.074 0.081
0.074 0.081
0.074 0.081

10.074 0.081

w
I

0 3O LB WN =

0.089 0.007 0.008
0.089 0.007 0.008
0.089 0.007 0.008
0.089 0.007 0.008
0.089 0.007 0.008
0.089 0.007 0.008
0.089 0.007 0.008
0.089 0.007 0.008

0.010
0.010
0.010
0.010
0.010
0.010
0.010
0.010

0.001
0.001
0.001
0.001
0.001
0.001
0.001
0.001

0.73]
0.73
0.73
0.73
0.73
0.73
0.73

0.73]
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CLASSIFICACAO DE ESTADOS

DEFINICAO (ACESSIBILIDADE)

O estado j € acessivel desde o estado i se existe uma trajetoria indo
do estado i para o estado j.

Aﬁjf
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CLASSIFICACAO DE ESTADOS

DEFINICAO (ACESSIBILIDADE)

O estado j € acessivel desde o estado i se existe uma trajetoria indo
do estado i para o estado j.

o Existe n; > 0 tal que P,(j""f) > 0.

Aﬁjf
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CLASSIFICACAO DE ESTADOS

DEFINICAO (ACESSIBILIDADE)

O estado j € acessivel desde o estado i se existe uma trajetoria indo
do estado i para o estado j.

o Existe n; > 0 tal que P,(j""f) > 0.
e Notacao: i — ;.

Aﬁjf
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CLASSIFICACAO DE ESTADOS

DEFINICAO (ACESSIBILIDADE)

O estado j € acessivel desde o estado i se existe uma trajetéria indo
do estado i para o estado j.

« Existe n; > 0 tal que PEJ."’” > 0.
e Notacao: i — ;.

DEFINICAO (COMUNICACAO)
Os estados i e j comunicam-se entre elessei —jej — i.

Aﬂjf
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CLASSIFICACAO DE ESTADOS

DEFINICAO (ACESSIBILIDADE)

O estado j € acessivel desde o estado i se existe uma trajetéria indo
do estado i para o estado j.

« Existe n; > 0 tal que PEJ."’” > 0.
e Notacao: i — ;.

DEFINICAO (COMUNICACAO)
Os estados i e j comunicam-se entre elessei —jej — i.
o Existem n;; e n; tal que Pfj"‘f") >0e P;l."f") > 0.

Aﬂjf
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CLASSIFICACAO DE ESTADOS

DEFINICAO (ACESSIBILIDADE)

O estado j € acessivel desde o estado i se existe uma trajetéria indo
do estado i para o estado j.

« Existe n; > 0 tal que PEJ."’” > 0.
e Notacao: i — ;.

DEFINICAO (COMUNICACAO)

Os estados i e j comunicam-se entre elessei —jej — i.
o Existem n;; e n; tal que Pfj"‘f") >0e P;l."f") > 0.
e Notagdo: i <.

Aﬂjf
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RELACAO DE COMUNICACAO

A relagdo de comunicacao define uma relagao de equivalénica, isto é:

Aﬁjf
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RELACAO DE COMUNICACAO

A relagdo de comunicacao define uma relagao de equivalénica, isto é:
° &>
e Sei<+j,entdoj i
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RELACAO DE COMUNICACAO

A relagdo de comunicacao define uma relagao de equivalénica, isto é:
° &>
e Sei<+j,entdoj i
e Sei<rjejrk,entdoi <k
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DECOMPOSICAO DO ESPACO DE ESTADOS

A relacdo de estados comunicantes induz uma particdo do espago de
estados:
E=CiUuCU---UC,UT

Jﬁjf
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DECOMPOSICAO DO ESPACO DE ESTADOS

A relacdo de estados comunicantes induz uma particdo do espago de
estados:

E=CiUuCU---UC,UT

CLASSES DE EQUIVALENCIA (C)

Todos os estados em C; comunicam-se entre si, mas nenhum de seus
estados é acessivel desde qualquer estado pertencente a Cj,j # i.

Aﬂjf
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DECOMPOSICAO DO ESPACO DE ESTADOS

A relacdo de estados comunicantes induz uma particdo do espago de
estados:
E=CiUuCU---UC,UT

CLASSES DE EQUIVALENCIA (C)

Todos os estados em C; comunicam-se entre si, mas nenhum de seus
estados é acessivel desde qualquer estado pertencente a Cj,j # i.

ESTADOS TRANSITORIOS

Conjunto T é formado por estados a partir dos quais ha trajetérias
para algum estado das classes C;, i = 1,2,...,r.
(Dessas classes nao é possivel retornar ao conjunto T

Jﬂjf
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EXEMPLO

DADO

(0,3 0,2 0,5
0,2 0,4 0,4
0,6 0 0,4

- O O O O
(S =) () (=)
S O o oo

N AW = O
(=]
&)
(=]

10,1 0,2 0,3 0,1

Aﬁjf
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EXEMPLO

DADO

00,3 0,2 0,5 0 0 O
110,2 0,4 004 0 O O
P——2 0,6 0 04 0 0 O
" 310 0 0 0O 1 0
410 0 0 1 0 O
5(0,1 0,2 0,3 0,1 0 0,3

SOLUCAO

012

4
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EXEMPLO

DADO
00,3 0,2 0,5 0 0 07
110,2 0,4 004 0 O O
P——2 0,6 0 04 0 0 O
" 310 0 0 0O 1 0
410 0 0 1 0 O
50,1 0,2 0,3 0,1 0 0,3]
SOLUCAO
012 Ci = 1{0,1,2}

4
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EXEMPLO

DADO
00,3 0,2 0,5 0 0 07
110,2 0,4 004 0 O O
P——2 0,6 0 04 0 0 O
" 310 0 0 0O 1 0
410 0 0 1 0 O
50,1 0,2 0,3 0,1 0 0,3]
SOLUCAO
012
34 C,=40,1,2}

4
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EXEMPLO

DADO
00,3 0,2 0,5 0 0 0]
10,2 0,4 0,4 0 0 O
P_2 006 0 04 0 0 O
" 310 0 0 0O 1 O
41 0 0 0 1 0 O
5]0,1 0,2 0,3 0,1 0 0,3]
SOLUCAO
(3):41‘%2 ¢ = {0,1,2}
C2={3,4}

4

LuPERCIO F. BESSEGATO (UFJF)

PROCESSOS ESTOCASTICOS

Aﬁf

62/105



EXEMPLO

DADO
070,3 0,2 0,5 0 0 O]
10,2 0,4 0,4 0 0 O
P—2 006 0 04 0 0 O
" 310 0 0 0O 1 0
41 0 0 0 1 0 O
5]0,1 0,2 0,3 0,1 0 0,3]
SOLUCAO
012 Ci = 1{0,1,2}
34 Co = {3,4)
550545 P

4
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EXEMPLO

DADO
070,3 0,2 0,5 0 0 O]
10,2 0,4 0,4 0 O O
p_2106 0 04 0 0 0
310 0 0 0O 1 0
410 0 0 1 0 O
5]0,1 0,2 0,3 0,1 0 0,3]
SOLUCAO
012 Ci={0,1,2}
344 Cr = {34}
55045 P
5432445

Jﬁ'JT
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EXEMPLO

DADO
070,3 0,2 0,5 0 0 O]
10,2 0,4 0,4 0 0 O
p_2106 0 04 0 0 0
310 0 0 0O 1 0
410 0 0 1 0 O
5]0,1 0,2 0,3 0,1 0 0,3]
SOLUCAO
012 Ci={0,1,2}
344 Cr = {34}
55045 7{%3’
5532445 N

Jﬁ'JT
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EXEMPLO II

Comportamento da cadeia a longo prazo

DADO
00,3 0,2 0,5 0 0 0
1{0,2 0,4 004 0 0 O
p_2106 0 04 0 0 0
=310 0 0 0 1 0
40 0 0 1 0 0
50,1 0,2 0,3 0,1 0 0,3

Aﬁjf
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EXEMPLO II

Comportamento da cadeia a longo prazo

DADO

o~}

I
NPhLNO—=O
SO O
AN W
oo
o
Soo000
ENEN )]
—OoOoOoOo
SO—OOO
M =l=lelole]

0

3

070,419 0,140 0,442
10,419 0,140 0,442
p0 _2 (0,419 0,140 0,442
=3| 0 0 0
41 0 0 0
510,359 0,119 0,379 0,033 0,

—OoOOo0oO

—OoO—OoOOo0O

PROCESSOS ESTOCASTICOS
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IRREDUTIBILIDADE

DEFINICAO

Uma cadeia de Markov é irredutivel se existe uma Unica classe de
equivaléncia, isto é, E = C,

Jﬁjf
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IRREDUTIBILIDADE

DEFINICAO
Uma cadeia de Markov é irredutivel se existe uma Unica classe de
equivaléncia, isto é, E = C,

A cadeia ¢ irredutivel se todos os estados comunicam-se entre si. J

Jﬁjf
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PERIODICIDADE

DEFINICAO
Periodo do estado i é definido como:

. m.d.c. {n} ,se Pl(i") > 0,
d(i) = (n) ;
0 ,se P =0

onde m.d.c. € o maximo divisor comum.

Aﬂjf
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PERIODICIDADE

DEFINICAO
Periodo do estado i é definido como:

. m.d.c. {n} ,se Pl(i") > 0,
d(i) = (n) ;
0 ,se P =0

onde m.d.c. € o maximo divisor comum.

DEFINICAO
Um estado i € E é aperiédico se d(i) = 1.
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PERIODICIDADE

DEFINICAO
Periodo do estado i é definido como:

. m.d.c. {n} ,se Pl(i") > 0,
d(i) = (n) ;
0 ,se P =0

onde m.d.c. € o maximo divisor comum.

DEFINICAO
Um estado i € E é aperiédico se d(i) = 1.

PROPRIEDADE
Se i +» j, entdo d(i) = d(j).

M’Jlg
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EXEMPLO

DADO

Jﬁjf
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EXEMPLO

DADO

> potmatriz (matriz4,2)
(11 ,21 (,3] [,4]
] 0.39 0.00 0.61 0.00
] 0.00 0.38 0.00 0.62
] 0.45 0.00 0.55 0.00
] 0.00 0.44 0.00 0.56

> potmatriz (matriz4, 3)

11 21 [,31 [,4]
[1,] 0.000 0.422 0.000 0.578
[2,] 0.414 0.000 0.586 0.000
[3,] 0.000 0.410 0.000 0.590
[4,] 0.432 0.000 0.568 0.000
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EXEMPLO

DADO

> potmatriz (matriz4,2)

[,11 [,2]
{1,] 0.39 0.00
[2,] 0.00 0.38
[3,] 0.45 0.00
[4,]1 0.00 0.44

[,31 [,4]
0.61 0.00
0.00 0.62
0.55 0.00
0.00 0.56

> potmatriz (matriz4, 3)

11 21 [,31 [,4]
[1,] 0.000 0.422 0.000 0.578
[2,] 0.414 0.000 0.586 0.000
[3,] 0.000 0.410 0.000 0.590
[4,] 0.432 0.000 0.568 0.000

potmatriz (matriz4,50)
11 21 [,31 [,4]
,] 0.425 0.000 0.575 0.000
,] 0.000 0.415 0.000 0.585
,] 0.425 0.000 0.575 0.000
]

W N

0.000 0.415 0.000 0.585

potmatriz(matriz4,51)

11 21 [,3] [,4]
.000 0.415 0.000 0.585
.425 0.000 0.575 0.000
.000 0.415 0.000 0.585
.425 0.000 0.575 0.000

ATO (UFJF)
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EXEMPLO

DADO

> potmatriz (matriz4,2)

[,11 [,2]
{1,] 0.39 0.00
[2,] 0.00 0.38
[3,] 0.45 0.00
[4,]1 0.00 0.44

[,31 [,4]
0.61 0.00
0.00 0.62
0.55 0.00
0.00 0.56

> potmatriz (matriz4, 3)

11 21 [,31 [,4]
[1,] 0.000 0.422 0.000 0.578
[2,] 0.414 0.000 0.586 0.000
[3,] 0.000 0.410 0.000 0.590
[4,] 0.432 0.000 0.568 0.000

potmatriz (matriz4,50)
11 21 [,31 [,4]
,] 0.425 0.000 0.575 0.000
,] 0.000 0.415 0.000 0.585
,] 0.425 0.000 0.575 0.000
]

W N

0.000 0.415 0.000 0.585

potmatriz(matriz4,51)

11 21 [,3] [,4]
.000 0.415 0.000 0.585
.425 0.000 0.575 0.000
.000 0.415 0.000 0.585
.425 0.000 0.575 0.000

ATO (UFJF)

PROCESSOS ESTOCASTICOS

Py = 0
{%?z&mm>o
d(0) =m.d.c.{2,4,...}
=d(0) =2

Aﬁjf
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CADEIAS APERIODICAS

DEFINICAO

Diz-se que uma cadeia é aperiodica se ela € irredutivel e um de seus
estados tem periodo 1.

Jﬁjf
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CADEIAS APERIODICAS

DEFINICAO

Diz-se que uma cadeia é aperiodica se ela é irredutivel e um de seus
estados tem periodo 1.

Nossos estudos estardo concentrados em cadeias aperiodicas.

Aﬁjf
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RECORRENCIA I

DEFINICAO

Suponha que X, =i, i € E. O tempo de primeiro retorno ao estado i, &
definido como 7; = min{n : X,, = i}.

Jﬁjf
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RECORRENCIA I

DEFINICAO

Suponha que X, =i, i € E. O tempo de primeiro retorno ao estado i, &
definido como 7; = min{n : X,, = i}.

DEFINICAO

Um estado i é recorrente se, e somente se, 3222, P = o0, ou,
equivalentemente, P {7; < co[Xp = i} = 1.

Aﬂjf
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RECORRENCIA |

DEFINICAO

Suponha que Xy = i, i € E. O tempo de primeiro retorno ao estado i, é
definido como 7; = min{n : X,, = i}.

DEFINICAO

Um estado i é recorrente se, e somente se, 322 P = oo, ou,
equivalentemente, P {r; < co|Xp = i} = 1.

DEFINICAO

Seja i um estado recorrente. Diz-se que i é recorrente positivo se
limy,— o0 Pfl.”) = 7(i) > 0. Se lim, 0o Pl(l.”) =0, diz-se que o estado i é
recorrente nulo.

Aﬂjf
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RECORRENCIA 11

PROPRIEDADE

Recorréncia € uma propriedade de classe, isto é,se i« jeié
recorrente, entdo j também é recorrente.

Aﬁjf
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RECORRENCIA 11

PROPRIEDADE

Recorréncia € uma propriedade de classe, isto é,se i« jeié
recorrente, entdo j também é recorrente.

Se i é recorrente positivo (nulo) e i < j, entdo j também é recorrente
positivo (nulo).

Aﬂjf
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RECORRENCIA 11

PROPRIEDADE

Recorréncia € uma propriedade de classe, isto é,se i« jeié
recorrente, entdo j também é recorrente.

Se i é recorrente positivo (nulo) e i < j, entdo j também é recorrente
positivo (nulo).

DEFINICAO
Se um estado ndo é recorrente, ele é transitorio.

Aﬂjf
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RECORRENCIA DE CADEIAS FINITAS

DEFINICAO

Em uma cadeia de Markov com espago de estados finito, existe pelo
menos um estado recorrente .

Jﬁjf
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RECORRENCIA DE CADEIAS FINITAS

DEFINICAO

Em uma cadeia de Markov com espago de estados finito, existe pelo
menos um estado recorrente .

COROLARIO

Se uma cadeia finita é irredutivel, entdo todos os estados sao
recorrentes positivos.

Aﬂjf
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CADEIAS ERGODICAS

DEFINICAO (CADEIA ERGODICA)

Uma cadeia, ndo necessariamente finita, € ergddica se ela é
irredutivel, aperiddica e recorrente

Jﬁjf
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CADEIAS ERGODICAS

DEFINICAO (CADEIA ERGODICA)

Uma cadeia, ndo necessariamente finita, € ergddica se ela é
irredutivel, aperiddica e recorrente

DEFINICAO (CADEIA FORTEMENTE ERGODICA)

Diz-se que uma cadeia é fortemente ergddica, se ela é ergddica e se
pelo menos um de seus estados (e portanto todos) € recorrente
positivo.

Aﬂjf
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EXEMPLO

DADO
0,3 0,2 0,5
P=10,2 0,4 0,4
0,6 0 0,4

Jﬁjf
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EXEMPLO

DADO
0,3 0,2 0,5
P=10,2 0,4 0,4
0,6 0 0,4

0,419 0,140 0,442
P° = (0,419 0,140 0,442
0,419 0,140 0,442
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EXEMPLO

DADO
0,3 0,2 0,5
P=10,2 0,4 0,4
0,6 0 0,4

0,419 0,140 0,442
P° = (0,419 0,140 0,442
0,419 0,140 0,442
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EXEMPLO

DADO
0,3 0,2 0,5
P= 0,2 0,4 0,4
0,6 0 0,4

0,419 0,140 0,442
P° = (0,419 0,140 0,442
0,419 0,140 0,442

e Cadeia é finita irredutivel, logo todos os estados séao recorrentes
positivos (nenhum é transitorio).

M’Jlg

LuPERCIO F. BESSEGATO (UFJF) PROCESSOS ESTOCASTICOS 72/105




EXEMPLO

DADO
0,3 0,2 0,5
P= 0,2 0,4 0,4
0,6 0 0,4

0,419 0,140 0,442
P° = (0,419 0,140 0,442
0,419 0,140 0,442

e Cadeia é finita irredutivel, logo todos os estados séao recorrentes
positivos (nenhum é transitorio).

e P >0,Vn

M’Jlg
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DISTRIBUICAO INVARIANTE I

DEFINICAO

Se uma cadeia é fortemente ergddica, entédo, para cada estado i existe
: (n) _ ¢
lim, oo P;;’ = (i) > 0.

Jﬁjf
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DISTRIBUICAO INVARIANTE I

DEFINICAO

Se uma cadeia é fortemente ergddica, entédo, para cada estado i existe
: (n) _ ¢
lim, oo P;;’ = (i) > 0.

Esse limite ndo depende do estado inicial da cadeia, ou seja,

lim, 00 PJ(I.”) = (i).

Aﬂjf
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DISTRIBUICAO INVARIANTE I

DEFINICAO

Se uma cadeia é fortemente ergddica, entdo, para cada estado i existe
: (n) _
lim, oo P;;’ = (i) > 0.

Esse limite ndo depende do estado inicial da cadeia, ou seja,
) = m(i).

limm, o P

DEFINICAO (DISTRIBUICAO INVARIANTE)

Dessa maneira, define-se a distribui¢cdo invariante da cadeia, que &
representada por:

w' = [r(0),7(1),...,7(i),...],i € E.

Jﬂjf
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DISTRIBUICAO INVARIANTE II

TEOREMA
Se a cadeia for fortemente ergddica, entao, paraVi,j € E:

Jﬁjf
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DISTRIBUICAO INVARIANTE II

TEOREMA
Se a cadeia for fortemente ergddica, entao, paraVi,j € E:
° ()= —
(1) = ,
Ei(7)

comE;(r;) =E[r|Xo =i] e = min{n : X,, = i}

Aﬁjf
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DISTRIBUICAO INVARIANTE II

TEOREMA
Se a cadeia for fortemente ergddica, entao, paraVi,j € E:
° (i) = =
() = ——,
E;(7i)

ComE,-(T,-) = E[Ti‘X() = l] eT = I’l’lln{l’l X, = l}

® lim,_, P}l.”) = 7(i), ou seja, esse limite ndo depende do estado
inicial da cadeia

Aﬂjf
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DISTRIBUICAO INVARIANTE III

Se a cadeia é finita, aperiddica e irredutivel, existe a distribuicao
invariante, que pode ser obtida das seguintes maneiras:

Aﬂjf
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DISTRIBUICAO INVARIANTE III

Se a cadeia é finita, aperiddica e irredutivel, existe a distribuicao
invariante, que pode ser obtida das seguintes maneiras:

@ Calcula-se lim,_,..P". Essa matriz existe e tem a forma 17/, onde

1 é um vetor de uns. O vetor 7 é qualquer das linhas dessa
matriz-limite.
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DISTRIBUICAO INVARIANTE III

Se a cadeia é finita, aperiddica e irredutivel, existe a distribuicao
invariante, que pode ser obtida das seguintes maneiras:

@ Calcula-se lim,_,..P". Essa matriz existe e tem a forma 17/, onde

1 é um vetor de uns. O vetor 7 é qualquer das linhas dessa
matriz-limite.

® O vetor 7 é a solugao dos sistema de equagdes lineares
' = m'P, sujeito & restrico ), 7(i) = 1. A condig¢do de
ergodicidade forte garante que a solugao existe e é Unica.
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DISTRIBUICAO INVARIANTE III

Se a cadeia é finita, aperiddica e irredutivel, existe a distribuicao
invariante, que pode ser obtida das seguintes maneiras:

@ Calcula-se lim,_,..P". Essa matriz existe e tem a forma 17/, onde
1 é um vetor de uns. O vetor 7 é qualquer das linhas dessa
matriz-limite.

® O vetor 7 é a solugao dos sistema de equagdes lineares
«' = w'P, sujeito a restricdo ZieEW(i)~: 1. .A condigép de
ergodicidade forte garante que a solugao existe e é Unica.

As probabilidades 7 (i), i € E podem ser vistas com a proporg¢ao de
vezes que a cadeia passa pelo estado i em uma quantidade
suficientemente grande de passos.

Jﬂjf
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EXEMPLO

EQUACAO DA INVARIANTE

Jﬂjf

LUPERCIO F. BESSEGATO (UFJF ) PROCESSOS ESTOCASTICOS 76 /105




EXEMPLO

EQUACAO DA INVARIANTE
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EXEMPLO

EQUACAO DA INVARIANTE

ool B 5
[7(0), w(1), w(2)] = [x(0), =(1), ™ (2)] {0:6 s 0:4]
0,37(0) + 0,27(1) + 0,67(2) = =(0)
0,27(0) + 0, 4n(1) +0m(2) = x(1)
0,57(0) + 0,47 (1) + 0,47 (2) = m(2)
w(0) + m(1) + m(2) =1

SOLUCAO
' =[0,4186,0, 1395, 0,4419]

LUPERCIO F. BESSEGATO (UFJF ) PROCESSOS ESTOCASTICOS
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MODELOS MARKOVIANOS DE DECISAO

Jﬁjf
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PROCESSOS MARKOVIANOS DE DECISAO

Em geral, o modelo de Markov é apropriado para sistemas dinamicos
com movimentos regulados por determinada lei probabilistica.

Aﬂjf
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PROCESSOS MARKOVIANOS DE DECISAO

Em geral, o modelo de Markov é apropriado para sistemas dinamicos
com movimentos regulados por determinada lei probabilistica.

Mesmo em presencga de dinamismo e incerteza, ha situagées em que
as transigdes dos estados podem ser controladas por uma sequéncia
de agoes.

Aﬂjf

LUPERCIO F. BESSEGATO (UFJF ) PROCESSOS ESTOCASTICOS 78 /105



PROCESSOS MARKOVIANOS DE DECISAO

Em geral, o modelo de Markov é apropriado para sistemas dinamicos
com movimentos regulados por determinada lei probabilistica.

Mesmo em presencga de dinamismo e incerteza, ha situagées em que
as transigdes dos estados podem ser controladas por uma sequéncia
de agoes.

MODELO DE DECISAO DE MARKOV

E uma ferramenta poderosa para analisar processos probabilisticos de
decisdo sequencial com um horizonte infinito de planejamento.

Jﬂjf
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MODELO DE DECISAO

APLICACOES POTENCIAIS
Controle de estoque
Manutencgao
Fabricacao

Comunicacao

Jﬁjf
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MODELO DE DECISAO

APLICACOES POTENCIAIS
Controle de estoque
Manutencgao

Fabricacao

Comunicacao

CRITERIO DE OTIMIZACAO

Custo (ou recompensa) médio a longo prazo (long-run) por unidade de
tempo

v

Aﬂjf
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MODELO DE DECISAO

APLICACOES POTENCIAIS
e Controle de estoque
e Manutencao
e Fabricacao
e Comunicacao

CRITERIO DE OTIMIZACAO

Custo (ou recompensa) médio a longo prazo (long-run) por unidade de
tempo

v

OUTROS CRITERIOS
e Custo esperado total
e Custo descontado (fluxo de caixa) esperado total

y
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UM MODELO DE ESTOQUE

Produto é estocado para satisfazer demanda continuada. J

Jﬁjf
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UM MODELO DE ESTOQUE

Produto é estocado para satisfazer demanda continuada. J

DEMANDA
D, : demanda agregada entre os instantesre r + 1
{D:};>1 sdo independentes e identicamente distribuidas

Aﬁjf
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UM MODELO DE ESTOQUE

Produto é estocado para satisfazer demanda continuada. ]

DEMANDA

D, : demanda agregada entre os instantesre r + 1
{D:};>1 sdo independentes e identicamente distribuidas

ESTOQUE

Dado X; = i, X;;+ depende apenas da demanda em ¢ + 1, ou seja, nao
¢é afetada pelo histérico do estoque anterior ao instante r.

Aﬂjf
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UM MODELO DE ESTOQUE

Produto é estocado para satisfazer demanda continuada. ]

DEMANDA

D, : demanda agregada entre os instantesre r + 1
{D:};>1 sdo independentes e identicamente distribuidas

ESTOQUE

Dado X; = i, X;;+ depende apenas da demanda em ¢ + 1, ou seja, nao
¢é afetada pelo histérico do estoque anterior ao instante r.

REPOSICAO DO ESTOQUE
Ocorre no imediatamente apés o pedido.

Jﬂjf
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PoLiTICA DE ESTOQUE

ESTRATEGIA (s, S)

Se no instante ¢ 0 estoque (X;) € menor ou igual a s, entao ele é

trazido para o nivel S no instante ¢ + 0. Caso contrario, ndo se toma
nenhuma agao.

Aﬂjf
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PoLiTICA DE ESTOQUE

ESTRATEGIA (s, S)

Se no instante ¢ 0 estoque (X;) € menor ou igual a s, entao ele é

trazido para o nivel S no instante ¢ + 0. Caso contrario, ndo se toma
nenhuma agao.

HIPOTESES
e O estoque inicial (Xy) ndo é maior que S

e Nao ha reposigao instantanea, caso a demanda no instante ¢ seja
maior que o estoque.

Jﬂjf
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PoLiTICA DE ESTOQUE

ESTRATEGIA (s, S)

Se no instante ¢ 0 estoque (X;) € menor ou igual a s, entao ele é
trazido para o nivel S no instante ¢ + 0. Caso contrario, ndo se toma
nenhuma agao.

HIPOTESES
e O estoque inicial (Xy) ndo é maior que S

e Nao ha reposigao instantanea, caso a demanda no instante ¢ seja
maior que o estoque.

CONSEQUENCIA
Espaco de estado de {X;};>1: E={S,S—-1,5—2,...,0}

Jﬂjf
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EVOLUCAO DO ESTOQUE

EQUACAO DINAMICA DO MODELO

X . maX{X[—Dt+1,0} , Se s <X[ < S
a max{S — D,y1,0} ,seX, <s

Jﬁjf
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EXEMPLO - ESTOQUE

O PROBLEMA

¢ X;: quantidade itens de produto X em estoque no final da semana
t

e D,: demanda do produto X na semana ¢, com D, ~ Poisson(1)
¢ (0,3): politica (s, S) de estoque

Aﬂjf

LUPERCIO F. BESSEGATO (UFJF) PROCESSOS ESTOCASTICOS 83/105




EXEMPLO - ESTOQUE

O PROBLEMA
¢ X;: quantidade itens de produto X em estoque no final da semana

t
e D,: demanda do produto X na semana ¢, com D, ~ Poisson(1)

¢ (0,3): politica (s, S) de estoque

Demanda

=i [ P{D, =1}
0 0,368
1 0,368
2 0,184
>3 0. 080

Jﬂjf
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ESTOQUE - MODELO PROBABILISTICO

SITUACOES PARA TRANSICOES

0[D,>3 D,=2 D;=1 D,=0

1|D;>1 D=0 0 0

“2|D;>2 D=1 D=0 0
3|D,;>3 D=2 D,=1 D,=0

P

LUPERCIO F. BESSEGATO (UFJF) PROCESSOS ESTOCASTICOS
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ESTOQUE - MODELO PROBABILISTICO

SITUACOES PARA TRANSICOES

0[D,>3 D,=2 D;=1 D,=0

1|D;>1 D=0 0 0

“2|D;>2 D=1 D=0 0
3|D,;>3 D=2 D,=1 D,=0

P

MATRIZ DE PROBABILIDADES DE TRANSICAO

0 [0,080 0,184 0,368 0,368
~1]0,632 0,368 0 0
~ 210,264 0,368 0,368 0

310,080 0,184 0,368 0,368

P

LUPERCIO F. BESSEGATO (UFJF) PROCESSOS ESTOCASTICOS
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ESTOQUE - INVARIANTE

DISTRIBUICAO ESTACIONARIA DA CADEIA J

7' = [0,286;0,285;0,263;0, 166]

Jﬂjf
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ESTOQUE - INVARIANTE

DISTRIBUICAO ESTACIONARIA DA CADEIA

7' = [0,286;0,285;0,263;0, 166]

Os valores da invariante podem ser interpretados como a proporgao

de vezes que o estoque atinge cada um destes estados ap6s um
ndmero muito grande de semanas

Aﬂjf
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ESTOQUE - TEMPOS DE RECORRENCIA

TEMPO ESPERADO DE RECORRENCIA
_ 1
Hii = 70y }

Jﬂjf
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ESTOQUE - TEMPOS DE RECORRENCIA

TEMPO ESPERADO DE RECORRENCIA

_ 1
Mii—m

ESTOQUE - TEMPOS DE RECORRENCIA

1
=——=3750 . =—=3280 .
100 0,286 ;20 sem H22 0.263 , U sem
U1 0,285 3,51 sem 133 0,166 6,02 sem
Jﬁjf
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CUSTO MEDIO POR UNIDADE DE TEMPO

CUSTOS (OU PENALIDADES)

C(X;): custo (ou funcdo perda) incorrido quando 0 processo se
encontrar no estado X;, no instante ¢

Aﬁjf
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CUSTO MEDIO POR UNIDADE DE TEMPO

CUSTOS (OU PENALIDADES)

C(X;): custo (ou funcdo perda) incorrido quando 0 processo se
encontrar no estado X;, no instante ¢

MODELO DE CUSTO

e C(X;) é variavel aleatéria que assume os valores
C(0), (1), ..., C(M)

e Afuncdo C(.) é independente de ¢

LUPERCIO F. BESSEGATO (UFJF ) PROCESSOS ESTOCASTICOS
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CUSTO MEDIO POR UNIDADE DE TEMPO

CUSTOS (OU PENALIDADES)

C(X;): custo (ou funcdo perda) incorrido quando 0 processo se
encontrar no estado X;, no instante ¢

MODELO DE CUSTO

e C(X;) é variavel aleatéria que assume os valores
C(0), (1), ..., C(M)

e Afuncdo C(.) é independente de ¢

CUSTO MEDIO INCORRIDO EM n PERIODOS

1 n
E|- > cx)
t=1

LuPERCIO F. BESSEGATO (UFJF)
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CusTt0O ESPERADO EM LONGO PRAZO

CUSTO ESPERADO POR UNIDADE DE TEMPO
Para um horizonte infinito de planejamento:

. |
S B oD Cl)

= m()C()

JEE
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CusTt0O ESPERADO EM LONGO PRAZO

CUSTO ESPERADO POR UNIDADE DE TEMPO
Para um horizonte infinito de planejamento:

. |
S B oD Cl)

= m()C()

JEE

RESULTADO PRECEDENTE
Pode-se provar que:

LUPERCIO F. BESSEGATO (UFJF) PROCESSOS ESTOCASTICOS
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ESTOQUE - CUSTO SEMANAL ESPERADO

ESTOQUE - FUNCAO DE CUSTO

$0 ,seX, =0
$2 ,seX, =1
$8 ,seX, =2
$18 ,seX, =0

C(X,) =

Jﬁjf
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ESTOQUE - CUSTO SEMANAL ESPERADO

ESTOQUE - FUNCAO DE CUSTO

$0 ,seX, =0
$2 ,seX, =1
$8 ,seX, =2
$18 ,seX, =0

C(X,) =

CUsTO DE ESTOQUE ESPERADO A LONGO PRAZO

0
0,286 0,285 0,263 0, 166] [%] = 5,662
18
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FUNCOES DE CUSTO COMPLEXAS

SITUACAO

Além do estado da cadeia, o custo também pode depender de alguma
variavel aleatodria.

Jﬁjf
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FUNCOES DE CUSTO COMPLEXAS

SITUACAO

Além do estado da cadeia, o custo também pode depender de alguma
variavel aleatoria.

4

EXEMPLO - ESTOQUE

Custos as serem considerados:
e Custo da encomenda
e Custo de penalidade para demanda néo atendida
e Custo de armazenagem

Aﬂjf
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FUNCOES DE CUSTO COMPLEXAS

SITUACAO

Além do estado da cadeia, o custo também pode depender de alguma
variavel aleatoria.

EXEMPLO - ESTOQUE

Custos as serem considerados:
e Custo da encomenda
e Custo de penalidade para demanda néo atendida
e Custo de armazenagem

O custo total por semana ¢ é fungao do estoque na semana anterior
(X;—1) e da demanda na semana corrente (D;)

Jﬂjf
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CuSTO MEDIO ESPERADO

CuUuSTO MEDIO ESPERADO A LONGO PRAZO POR UNIDADE DE
TEMPO

lim E [% Y CX—1,D) | =) k()m()),
=1 jee

onde k(j) = E[C(j, D;] que € a esperanga condicional de C(X,_,D;)
dado X, | =j.

Aﬁjf
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CUSTOS ADICIONAIS - ESTOQUE

CUSTOS DO MODELO

e Custo de encomenda: $25 por unidade encomendada mais um
valor fixo de $10 por encomenda

e Penalidade por demanda nao atendida: $50
e Custo de armazenamento: considerado desprezivel

Aﬂjf
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CUSTOS ADICIONAIS - ESTOQUE

CUSTOS DO MODELO

e Custo de encomenda: $25 por unidade encomendada mais um
valor fixo de $10 por encomenda

e Penalidade por demanda nao atendida: $50
e Custo de armazenamento: considerado desprezivel

EQUACAO DINAMICA DO CUSTO SEMANAL

10+ (25)(3) + 50 max{D, — 3,0} ,ses<X,_; =0
50 max{D; — X;—1,0} ,seX; > 1

C(Xi—1,D;) = {

em qualquer instante de tempo z.

Jﬂjf
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Custo DO ESTADO 0O

CusTo DO EsTtAaDO 0
C(0,D,;) = 85+ 50max {D, — 3,0} }

Jﬂjf
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Custo DO ESTADO 0O

CusTo DO EsTtAaDO 0

C(0,D,) = 85 + 50 max {D, — 3,0}

CUSTO ESPERADO CONDICIONADO AO ESTADO 0

k(0) = E[C(X,—1,D,)|X;—1 = 0] = 85 + 50E [max {D, — 3,0}]
=85+ 50[P4(4) + 2Pp(5) + 3Pp(6) + - - -]
= $86,2
onde Pp(i) = P{D; = i}.

Jﬁjf
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Custo DO ESTADO 0O

CusTo DO EsTtAaDO 0

C(0,D,) = 85 + 50 max {D, — 3,0}

CUSTO ESPERADO CONDICIONADO AO ESTADO 0

k(0) = E[C(X,—1,D,)|X;—1 = 0] = 85 + 50E [max {D, — 3,0}]
= 85+ 50[P4(4) + 2Pp(5) 4+ 3Pp(6) + - -]
= $86,2
onde Pp(i) = P{D; = i}.

PROBABILIDADES DEMANDAS

y
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Custo DO ESTADO 0O

CusTo DO EsTtAaDO 0

C(O, Dl‘) = 85 4+ 50 max {Dl — 3, 0}

CUSTO ESPERADO CONDICIONADO AO ESTADO 0

k(0) = E[C(X,—1,D,)|X;—1 = 0] = 85 + 50E [max {D, — 3,0}]
= 854 50 [P4(4) + 2Pp(5) + 3Pp(6) + - - -]
= $86,2
onde Pp(i) = P{D; = i}.

PROBABILIDADES DEMANDAS

Pp(2) = 0,184
Pp(3) = 0,061
Pp(4) = 0,015

y
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Custo DO ESTADO 0O

CusTo DO EsTtAaDO 0

C(0,D;) = 85 + 50 max {D; — 3,0}

CUSTO ESPERADO CONDICIONADO AO ESTADO 0

k(0) = E[C(X;—1,D;)|X;—1 = 0] = 85 + 50E [max {D; — 3,0}]
= 854 50 [P4(4) + 2Pp(5) + 3Pp(6) + - - -]
= $86,2
onde Pp(i) = P{D; = i}.

PROBABILIDADES DEMANDAS

Pp(2) = 0,184 Pp(5) = 0,003
Pp(3) = 0,061 Pp(6) = 0,001
Pp(4) = 0,015 Pp(7) = 0,000

4

LUPERCIO F. BESSEGATO (UFJF) PROCESSOS ESTOCASTICOS 93/105



Custo DO EsTADO 1

CusTo DO EsTADO 1 }

C(].,D[) = 50 max {Dl‘ — ].,0}

Jﬂjf
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Custo DO EsTADO 1

CusTo DO EsTADO 1

C(].,D[) = 50 max {Dl‘ — ].,0}

CUSTO ESPERADO CONDICIONADO AO ESTADO 1

k(1) = E[C(X,—1,D;)|X,—1 = 1] = 50E [max {D; — 1,0}]
=50[P4(2) +2Pp(3) +3Pp(4) + - - -]
= $18,4

Jﬁjf

LUPERCIO F. BESSEGATO (UFJF) PROCESSOS ESTOCASTICOS 94 /105




CusTtOo DO ESTADO 2

CuSsTO DO ESTADO 2 }

C(2, D[) = 50 max {Dl‘ — 2, 0}

Jﬂjf
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CusTtOo DO ESTADO 2

CuSsTO DO ESTADO 2

C(2, D[) = 50 max {Dl‘ — 2, 0}

CUSTO ESPERADO CONDICIONADO AO ESTADO 2

k(2) = B[C(X,1,D,)|X,—1 = 2] = 50E [max {D; — 1,0}]
=50 [Py(3) + 2Pp(4) + 3Pp(5) + -]
= $5,2

Jﬁjf
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Custo DO ESTADO 3

CusTO DO ESTADO 3 }

C(3,DZ) = 50 max {Dl‘ — 3, 0}

Jﬂjf

LUPERCIO F. BESSEGATO (UFJF ) PROCESSOS ESTOCASTICOS 96 /105




Custo DO ESTADO 3

CusTO DO ESTADO 3

C(3,D[) = 50 max {Dl‘ — 3, 0}

CUSTO ESPERADO CONDICIONADO AO ESTADO 3

k(3) = E[C(X,_1,D;)|X,— = 3] = SOE [max {D; — 3,0}]

=50[P4(4) +2Pp(5) +3Pp(6) + - - -]
=$1,2

LUPERCIO F. BESSEGATO (UFJF) PROCESSOS ESTOCASTICOS
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CUsTO SEMANAL ESPERADO (Long-Run)

86,2
3

> ke | 5| (13
= 1,2

Jﬁjf
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CONDICOES DE VALIDADE DO MODELO

HIPOTESES DO MODELO

Jﬂjf
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CONDICOES DE VALIDADE DO MODELO

HIPOTESES DO MODELO
e {X;} é uma cadeia de Markov irredutivel (E finito)

Jﬁjf
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CONDICOES DE VALIDADE DO MODELO

HIPOTESES DO MODELO
e {X;} é uma cadeia de Markov irredutivel (E finito)

e Ha uma sequéncia de variaveis aleatérias condicionalmente
independentes associadas a essa cadeia

Aﬂjf
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CONDICOES DE VALIDADE DO MODELO

HIPOTESES DO MODELO
e {X;} é uma cadeia de Markov irredutivel (E finito)
e Ha uma sequéncia de variaveis aleatérias condicionalmente
independentes associadas a essa cadeia
e Paraumm =0,+1,+2,... fixo, um custo C(X;_1, D;+») € incorrido
no instante r.

Aﬂjf
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CONDICOES DE VALIDADE DO MODELO

HIPOTESES DO MODELO
e {X;} € uma cadeia de Markov irredutivel (E finito)
e Ha uma sequéncia de variaveis aleatérias condicionalmente
independentes associadas a essa cadeia
e Paraumm =0,+1,+2,... fixo, um custo C(X;_1, D;+») € incorrido
no instante ¢.
e A sequéncia Xy, X1, X>, ... é independente de D, ,,

Jﬂjf
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RESULTADOS FUNDAMENTAIS

Atendidas as condi¢des enunciadas

RESULTADO 1

lim E

n— 00

1 n
= " C(X:, Diym)
n t=1

em que k(j) = E[C(j, Dytm)]

Zk([ 7(j),

JEE

LuPERCIO F. BESSEGATO (UFJF)
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RESULTADOS FUNDAMENTAIS

Atendidas as condi¢des enunciadas

RESULTADO 1

1 n
lim E [~ C(X, Dypm) | = Y k()7 (j),
n—00 n =il J€E
em que k(j) = E [C(j, Dym)]
RESULTADO 2
2 [ >~ € Disn)| = SHGG)
=1 JEE

para basicamente todos os caminhos do processo.
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MELHOR POLITICA

EXEMPLO ESTOQUE
Encontrou-se o custo médio semanal (long-run) para a politica ((0, 3)) J

Jﬁjf
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MELHOR POLITICA

EXEMPLO ESTOQUE

Encontrou-se o custo médio semanal (long-run) para a politica ((0, 3))

V.

PoLiTICA OTIMA

Quais os valores de (s, S) que minimizam o custo médio semanal de
estoque (long-run)?

Aﬂjf
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PROCESSOS DE POISSON
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MODELOS DE FILAS
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