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Introducao

Situacao Geral

~ Duas Populacées Independentes
« Populacio 1:
. " . Populagéo 1 Populagdo 2
V Média Y, e variancia 0,
vV Amostra de tamanho n,.
o X Xigs oo Xipi- '
+ Populacgio 2:
V Média , e variancia 0,
vV Amostra de tamanho n,.
o Xop Xogs oo Xopo- f T N !
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+ Suposicdes:
V As duas populagdes (X, e X,) sdo independentes

Vv Ambas as populagdes sdo normais

- Se elas ndo forem normais, hd condi¢des para a aplicagdo
do Teorema Central do Limite

+ Objetivo:

V Estudar a diferencas em pardmetros das 2 populagdes
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« Aplicagdo — Experimento planejado:
vV Comparar condi¢des diferentes (deliberadas e

propositais), verificando se elas produzem efeitos
estatisticos na resposta

V Condigdes sdo chamadas tratamentos.
« Experimento comparativo:
V Controlam-se os tratamentos e observa-se a variacio
na variavel resposta.
+ Relagdo de causa-e-efeito

V Verifica-se significancia estatistica em resposta de
experimento aleatdrio

v Conclusio:

- Diferenca nos tratamentos«resuttou na diferenca na respostas

Exemplo

« Experimento completamente aleatorizado:

V Duas formulagdes de tintas
V Resposta: tempo de secagem
V Objetivo do estudo:

- Nova formulagao resulta em efeito significativo?
vV Amostras

- 10 espécimes de teste a cada uma das formulagdes
V Procedimento:

- Aplicacdo aleatéria das formulagdes nos 20 espécimes
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« Aplicagdo — Estudo observacional:

v Avaliam se h4 associacdo entre um determinado fator
e uma resposta, sem, entretanto, intervir diretamente
na relac@io analisada.

V Individuos da amostra nido foram designados aos
grupos por processo aleatério, mas jd estavam
classificados nos respectivos grupos, no inicio da
pesquisa.
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Exemplo

) _ + Relacdo de causa-e-efeito
+ Niveis de ferro no corpo e risco cardiaco

v Amostra de 1931 homens

V Dificil identificar causalidade
- Diferenca estatisticamente observada na resposta pode ser

v Rastreamento ao longo de 5 anos devida a algum outro fator (ou grupo de fatores) ndo
V Verificagdo de efeito significativo de niveis crescentes de deVldO. aos tratamentos que nao foi equalizado pela
aleatorizagdo.

ferro na incidéncia de ataques cardiacos

v Comparada incidéncia de ataques cardiacos nos grupos
(tratamentos): “nivel baixo de ferro” e “nivel alto de ferro”

V Os individuos ndo foram alocados aleatoriamente em
cada grupo
« Diferenca no risco cardiaco pode ser atribuida a
outro fator fundamental (colesterol, por exemplo)
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Suposicoes
+ Amostras:
Inferéncia na Diferen¢a de Médias — Vv Populagio 1: X, X2 ..o X1y
Populacao Normal com Variancias V Populacio 2: X,,, Xos, ..s Xopo-

Conhecidas

Populacdes (X, e X,) independentes

Populagdes normais
- Variancias conhecidas (0,2 e 0,%)
Objetivo

V Inferéncia estatistica para diferenga de médias pl,—,.

Estatistica Aplicada & Engenharia 12

Prof. Lupércio F. Bessegato



Estatistica Aplicada a Engenharia

Estimacao de py, — |4,

Estimador natural; X: — X

Esperanga: E[X; — Xo| = 1 — o

2 2

Variancia: Var[X;, — X] = Var[X,] + Var[Xy] = Z_l + %
1 2
7= X1 — Xp — (1 — p2)
A grandeza: “ — 2 o?
ni ng

tem distribuicdo normal padrio
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Teste de Hipoteses para |, — I,

 Hipétese nula:
VHp: Wy = By =4,

« A valor pré-especificado

- Estatistica de teste: 7, = X - XA
of | o3
1 E

« Hipéteses alternativas:

Hipotese alternativa Critério de rejeicio

Hit g W 78y 29> Zgy OU 2) < —Zgp-
Hiipy - >4 (2> 2,
Hl: ul B HZ < Aélmisuca A%Qadfé_z{‘ a 14

Exemplo 5-1

« Tempo de secagem de uma tinta:

V Deseja-se reduzir tempo de secagem de um zarcio
v Formulacdes testadas:

1. Quimica-padrao

2. Acrescentado novo ingrediente para secagem
v 0 = 8 min. (dados histdricos)

- Variabilidade ndo deve ser afetada por novo ingrediente
Vv Amostras:

— Formulagao 1: 10 espécimes

— Formulagdo 2: 10 espécimes

V Os 20 espécimes sdo pintados em ordem aleatdria

Estatistica Aplicada & Engenharia

Prof. Lupércio F. Bessegato

« Dados amostrais:

V Tempos médios de secagem:

Quimica-padrdao Formulagao nova

n, X3 n, X;

10 121 min. 10 112 min.

+ Quais conclusdes sobre a eficiéncia do novo
ingrediente?
V Nivel de significancia do teste (0): 5%
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+ Procedimento de teste:

1. Grandeza de interesse: diferenca nos tempos médios
de secagem (M; — M) e A, = 0.

2. Hy: My = M= 00u Hy: Yy = Wy

3. Hi U >W,. Rejei¢do H se formula 2 reduzir tempo

4. a=0,05 z-X fZX-z ;0 Ho N(0,1)

5. Estatistica de teste: a+

6. Rejeite Hy se z, > 75 = 1,645 Cwmeme

7. Estatistica de teste observada: =~ 2 :
VB %

8. Conclusio:

+ 7,=2,52> 1,645 =» Rejeitamos H,
« Concluimos, com o = 5%, que a adi¢dao do novo ingrediente

« Calculo do p-valor — Minitab:
vV No exemplo: Hy: [y > .
V Estatistica de teste observada:
. 7,=2.52

MTB > CDF 2,52;
SUBC> Normal.

Cumulative Distribution Function
Normal with mean = 0 and standard deviation = 1

x P(X<=x)
2,52 0,984132

Vp=P{Z>2,52} =1-®(2,52) = 1-0,9941 = 0,0059
- Hy: py = M, seria rejeitada com qualquer nivel de
significancia o > 0,0059
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a tinta reduz significativamenste.o tempo de secagem. 17
.
+ Saida: T .
One-San Limite inferior com Estatistica
95% de confianga 7,
Test of Iux
The assumed standard‘t\fianon = 13,37
95eN
Lower /
N Mean SE Mean | Bound z P
10 9,00 3,58 | 3,12 2,52 0,006

Vv Limite inferior com 95% de confianga excede 0

- Rejeita-se Hy: Yy — Y, = 0, concluindo-se que Hy: Yy > Y, €
verdadeira
+ Valor-p confirma conclusao
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Erro Tipo Il e Tamanho de Amostra

« Suposicoes:

VH: 4y — Ky =4, é falsa

V Diferenga verdadeira é 1, — h, = A. A > A,
« Interesse:

Vv Obter tamanho de amostra que leve a um valor
especifico de probabilidade de erro tipo II, (3, para
uma dada diferenca de médias A, com um nivel de
significancia d.
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+ Expressdo para o erro 3 para a alternativa bilateral

A—Ay A— Ay
B=®| 240 — —®| -z —
: R TE A PR TR A
] ne ni n2

v Célculo de tamanho de amostra é similar ao caso de
uma unica amostra
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+ Tamanho de amostra para um teste bilateral para
a diferenca de médias, com n; = n, e variancias
conhecidas

V Diferenca verdadeira nas médias: A.

v Poder de no minimo 1 — 3.

(28 + zay2)?(0f + 03)
- (A —Ap)?

V A expressio de B pode ser obtida para o caso em que
n=n; =n,.
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Exemplo 5-2

« Tempo de secagem de uma tinta

V Diferenga verdadeira nos tempos de secagem tdo
grande quanto 10 minutos

(A=10)
v Poder do teste de no minimo 0,9, com o = 5%
V Determinagdo tamanho amostra:
(25 + za)*(of +03) _ (1,645 +1,28)%[(8)* + (8)%] _ "
(A= Ap)? (10 - 0)?

© 2q=2505= 1,645 e 25=25,,=1,28

o~
~
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+ Saida — Minitab
v Dados:
« Diferenca: 10
« Poder: 0,90
« Nivel de significancia (a): 5%

Power and Sample Size
1-Sample Z Test
Testing mean = null (versus > null)

Calculating power for mean = null + difference
Rlpha = 0,05 Assumed standard deviavion = 11,3137

Sample Target
Difference Size Power BActual Power
10 11 0,9 0,900893
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Teste para Amostras Grandes

+ Na maioria das situagdes praticas:
V 0,2 0,? sdo desconhecidas.
Vv Nio podemos estar certo que a populacio seja bem
modelada por uma distribui¢do normal
« Se as amostras forem grandes (n, e n, > 40):

V Pode-se substituir 0; e 0, pelos desvios-padrdo
amostrais s, € s,.
V Usa-se a estatistica Z,, para teste de hipitese sobre
média da populagio
- Baseado no Teorema Central do Limite (TCL)
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- Determinacdo intervalo de confianca para 4, — H,

V Para amostras provenientes de populagdes normais
com variancias conhecidas:

_ X - Xo — (1 — )
e

ny ' ong

z ~N(0,1)

vV entio:

X1 — Xo — (1 — )

<z
n_? n§ = ~af2
Vi T
¢ X o
PIXi—Xo—zap\/ b+ 32 <m
%o FotzpyEid
—MZ - Xl - X2 Estufm(a)‘;l/p?c égdenr\jn; n2 - 1 -« 38

Pq =2y < =1l-«

Intervalo de Confianca para a Diferenca de
Médias, Variancias Conhecidas

- Seja x; — x, a diferenca das médias de duas
amostras aleatérias, de tamanhos n;, e n,,
oriundas de populagdes normais com variancias
0,¢ 0,2 conhecidas.

V Intervalo com 100(1-0)% de confianga para pl; — H:

- = UIQ ‘7’3 < < F ”‘Iz o%
Ty = T2 — 2o\ gyt o SHL— M2 ST —Tat+ 2002\ 5r t g

sendo z,, o percentil superior com /2(100)% da normal
padrdo

Estatistica Aplicada & Engenharia 39

Exemplo 5-3

+ Resisténcia a tensdo no aluminio:

V Testes de resisténcia 2 tensdo em dois tipos
diferentes de estruturas de aluminio usadas na
fabricagdo de asas de avido

V Desvios-padrio considerados conhecidos:

 Experiéncias passadas com processo de fabricagdo e testes
.0,=le0,=15
V Dados amostrais obtidos:

Estrutura 1 Estrutura 2
ny X n, X
10 87,6 12 74,5

40
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V Intervalo de 90% de confianga para a diferenca da » Conclusdes:

resisténcia média |, — Hy: VO 1r/1terva10 de confiang¢a nao inclui o zero
5 > 5 5 - E significativa a diferenga entre a resisténcia média das
55'1*532*/2(3/2*’%‘%+%SMl*IiQS"Elfferza/z %Jl.+% estruturas 1 e 2.
V Estamos 90% confiantes que a resisténcia média da
2 Ey2 . N . L 4.
87,6 — 74,5+ 1,6454/ % + %L =13,1+£0,882 estrutura 1 excede a resisténcia média da estrutura 2

por um valor entre 12,22 e 13,98 kgf/mm?.
V Intervalo com 90% de confian¢a para a resisténcia
média a tensdo (kgf/mm?)

[12,128 < pq — po < 13,982
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Escolha do Tamanho da Amostra Limites Unilaterais de Confianca
. Se 0s desvios-padrio G, e 0, forem conhecidos e + Limites unilaterais com (1 — a)100% de confianga
os dois tamanhos das amostras n; e n, forem para ll; — Hp, com varidncias conhecidas
iguais (n, = n, = n) V Estabelecer [ = —0 ou u = o
1= 2=
V Determinagdo do tamanho das amostras de modo que V Trocar zy, por z,.
o erro em estimar [; — l, seja menor que E com uma « Limite superior de confianga:
confianca 100(1 — 0)% 2 2
¢ ( g’ M1*M2551‘5:2+Za\/%+%
2 e . .
n= (%) (o3 + 02) + Limite inferior de confianca:
. ~ . . 2 2
- Deve ser arredondado para mais se n ndo for um inteiro T — To — Za f% + % < py — po
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Inferéncia na Diferenca de Médias -
Populacoes Normais com Variancias
Desconhecidas

Inferéncia na Diferenca de Médias de
Populac6es com Variancias
Desconhecidas

« Variancias 0,2 e 0,2 desconhecidas
V Se n, e n, > 40 utilizam-se procedimentos anteriores
V Se sdo retiradas pequenas amostras de populacdes
normais:
- Caso 1: Homocedasticidade
Variancias iguais (0,2 = 0,?)
- Caso 2: Heterocedasticidade
Variancias diferentes (0,2 # 0,%)
- Testes e intervalos de confianga baseados na distribuigdo t.
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Caso 1 — Variancias Iguais

« Suponha 2 populacdes normais independentes
com médias desconhecidas |, e M, e variancias
desconhecidas, porém iguais 0,> = 0,> = 0°.

 Hipéteses:

Hyp: by — M =4y
Hiily — 74,
« Nivel de significancia do teste: q.
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Estimacao de p, — |4,

+ Estimador natural: x, - x,
« Esperanga: E[X; — Xy] =y — pso
« Variancia:
- - - - o2 o? o 1 1
Var[X; — Xo] = Var[Xy| + Var[Xy] = —+ — =0 | — + —
1 ng mn ng
« Como estimar a variancia desconhecida a2?

Vv H4 duas amostras de populagdes diferentes, porém
com mesma variancia
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Estimador Combinado de o2

« Parece razoavel combinar as duas variincias

amostrais S;% e S,2.

vV Como?
« Estimador combinado de 0?:
52— (n1 = 1)87 + (n2 — 1)S3
p ny+ng—2
v sz pode ser escrito como uma média ponderada:
2 (m—1) o (n2 —1) 2 2
= S S;=wS 1—w)S:
T R L wST + (1 —w)S;
+ Os pesos dependem do tamanho das amostras
+Sen =n, entdow=05¢e sz serd a média aritmética

entre S;2 e S,2.
49
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+ Sabemos que:

Z

V Substituindo @ por S, temos:

=X1*X2*(#1*u2)

T
/1 1
Spv/nr t oz

~ tn1+n2—2

50
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Teste t Combinado para p, — |,

- Hipoétese nula:
VHg: By~ My =4,

« A, valor pré-especificado ) B
X1 —Xo -4

- Estatistica de teste: 73, =
Spr/ s + s

« Hipdteses alternativas:

Hipoétese alternativa Critério de rejeicao

Hit g =W #80 [t > tan, i +m2 -2

Hp:py — > Ao to > tg, (nl +n2-2)

leul_u2<A0 t()<_to(,(nl+n2—2)'
51
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Exemplo 5-4

« Rendimento de catalisador

Vv Andlise de influéncia de
rendimento médio de processo quimico
— Catalisador 1: em uso

— Catalisador 2: aceitavel e mais barato
(deve ser usado se ndo mudar rendimento do processo)

dois catalisadores no

V H4 alguma diferenca entre os rendimentos médios?

- Nivel de confianca (0): 5%
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« Dados amostrais:
v Rendimento de catalisadores

Catalisador 1 Catalisador 2
n, X, s, n, X, s,
8 92,255 2,39 8 92,733 2,98
V Célculo do desvio-padrio combinado

S = (m = 1) + (n2 —1)S53 \/(7)(2,39)2+ (7)(2,98)
P ny +ng — 2 N 8+8—2

=+/7,30=2,70
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+ Procedimento de teste:

1. Grandeza de interesse: diferenca nos rendimentos
médios de processo (1, — Ky) e Ay = 0.

2. Hy: My = M= 0ou Hy: Yy = Wy
Hi: Wy # W,. Rejeicdo H,, se catalizador 2 alterar
rendimento

a =0,05 X —X-0g,

4
L. TU ~ tm+n«2—-2
5. Estatistica de teste: Spr/ e+ s
6. Rejeite Hy, se [to| > to .05 14 = 2,145
. 92,255 — 92,733
7 — —
8

Estatistica de teste observada: to= =-0,35
2,70¢/% + 4

Conclusio:
«+ Jto| = 0,35 < 2,145 =» Falhamos em rejeitar H,,
« Concluimos, com O = 5%, que nao temos evidéncia forte pra

Estatistica Aplicada & Engenhari:

concluir que o catalisador 2 altera rendimento do processo.

+ Calculo do p-valor — Minitab:
V No exemplo: Hy: [y # Hy.
V Estatistica de teste observada:
=035 | umocor o

SUBC>
SUBC» © 14.

Cumulative Distribution Function
Student's t distribution with 14 DF

x P(X<=x)
0,35 0,634226

Vp=2P{t,,> 0,35} =2(1 - 0,6342) = 0,7316
+ Hy: My =M, ndo pode ser rejeita a um nivel o = 5%
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« Andlise grafica:

v Box-plot comparando resultados dos catalisadores

E 94

9 Média

@

£ -

92 v

B Mediana

50

89 l

Catalisador_1 Catalisador_2

V Nio aparenta haver diferenga entre os catalisadores.

V Catalisador 2 tem variabilidade ligeiramente maior
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v Griéfico de probabilidade normal das amostras

£
55
%
®
En
gw
Ew®
)
3=
»
P Men SR N AD P
5226 2385 6 029 0516
5 5 9073 2963 & 0454 0154
1
85,0 87,5 90,0 92,5 95,0 97,5 100,0
Dados de rendimento

- Os gréficos de probabilidade normal (e p-valor) indicam
que ndo hé problema com a suposicio de normalidade

- Indicacdo de homocedasticidade.
(Ambeas as linhas t€ém inclinag¢des similares)
- Como verificar fogmalmente.a.hemocedasticidade? "

,
« Saida:
,os Two-Sample T-Test and Cl: catalisador_1; catalisador_2
Estatisticas
descritivas Two-sample T for catalisador_l vs catalisador 2
Teste t
N Mean StDev SE Mean .
catalisador_1 8 92,26 2,39 0,84 combinado
catalisador_2 & 92,73 2,98 1,1
Difference = mu (catalisader_1) - mu (catalisadoer_2)
Estimate for difference: -0,48
S5% CI for difference: (-3,31; 2,42)] 4
T-Test of difference = 0 (vs not =): f-Value = -0,35 P-Value = 0,720 DF = 14
Both use Pooled StDev <§,1‘009 R
IC 95% N\ —

1S,

V Valor-p confirma conclusdo de ndo rejeitar H,.

V zero pertence ao intervalo com 95% de confianga.
+ Nio h4 evidéncia amostral para rejeitar Hy: Yy — Hp, = 0.
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Caso 2 — Variancias Diferentes

+ Suponha duas populacdes normais
independentes com médias desconhecidas |, e
M, e varidncias desconhecidas, porém diferentes
0,2 # 0%

+ Nao existe um valor exato da estatistica t

V Pode-se aplicar um resultado aproximado
V Estatistica T*
— Teste T similar aquele do caso de homocedasticidade

— Graus de liberdade da t sdo trocados
(vaoinvésden, +n,—-2)

Estatistica Aplicada & Engenharia 60

Teste t — Variancias Desconhecidas e
Desiguais
« Supondo H: Y; — Yy = A, verdadeira:

T X1 — Xy — Ay
V Estatistica de teste: “0 =

2 o2
S, 5
1 n2

V Distribui¢cdo amostral: g ~ tv

- Graus de liberdade: ¥ = — 75— 5.2
1 2
@ @
ny—1 ng—1

- Para v ndo inteiro, arredonde para menor inteiro mais
préximo (mais conservativo para rejeitar H)

(pacotes estatisticos calculam com valores nio inteiros)

Estatistica Aplicada & Engenharia
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Exemplo 5-4

« Fabricante de unidades de videos desenvolve
dois projetos de microcircuitos.
v Amostras:
— 15 unidades do microcircuito 1
- 10 unidades do microcircuito 2
v Interesse:

- Verificar se os dois projetos de microcircuitos produzem
correntes médias equivalentes, a um nivel de significincia
a=10%
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« Dados amostrais:
Vv Concentragio de arsénio em dgua potdvel
Projeto 1 Projeto 2

n, x 5,2 n, X, 5,2
15 24,2 10 10 23,9 20

V Griéfico de probabilidade normal dos dados

V Suposi¢des:

- Ambas as populagdes sdo normais

- As variancias desconhecidas ndo sdo iguais
(O fabricante ndo estd disposto a admitir homocedasticidade)
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« Procedimento de teste:

1. Parametros de interesse: correntes médias dos 2
projetos de microcircuitos, H; e M, Interesse:
determinar se 4, — l, = 0.

2. Hy: Yy — Mo =0o0u Hy: py = Wy
3. Hith 7 o . Xi-X—0g
4. a=0,10 hh=—mF7——F ~t
L. Z1 22
5. Estatistica de teste: m " ong
6. Rejeite H,, se [t,*| > to.0s: 14 = 1,761 v=14,93 = 14
7. Estatistica de teste observada: th = —24'20_ Qi‘)g =0,18
1
8. Conclusio: Vit 1o

+ Jt;"] = 0,18 < 1,761 =» Somos incapazes de rejeitar H,, com
a=10%

« Ou seja, ndo ha forte evidéncia indicando que a corrente
média seja diferentg.nosAeis-projetos de microcircuitos. ¢

Prof. Lupércio F. Bessegato

« Cédlculo dos graus de liberdade desvio-padrio

combinado
2 2\ 2
514 52 2
(BR+3) _ ®+3
v = 2N\ 2 2\ 2 = (L 2 (Q)z
1 ng 7 3
n1—1 + na—1
=14,933 ~ 14

 Valor critico para teste bilateral com a = 5%
v Graus de liberdade aproximados: t s, ;4 = 1,76131
V' Graus de liberdade conforme calculo: ty gs. 1493 = 1,75359

Estatistica Aplicada & Engenharia 66
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« Calculo do p-valor:
vV No exemplo: Hy: [y # H,.
V Estatistica de teste observada:
- Jto) =0.18
Vp=2P{t,> 0,18}
~ Tabela: 2(0,40) < p < 2(0,50) > 0,8 <p < 1,0
- Minitab: p = 0,859732
Vp=2P{t 33> 0,18} =0,8595724 (R)
« Hy: 1y = |, ndo é rejeitada a qualquer nivel a < 85%
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Exemplo 10-6

+ Arsénio em 4dgua
V Concentragio de arsénio em suprimentos publicos de
dgua € risco potencial a saide
v Amostras:
- 10 comunidades metropolitanas
- 10 comunidades rurais
V Interesse:

- Determinar se hd alguma diferenca nas concentragdes
(ppb) médias de arsénio entre os dois grupos de
comunidades
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Porcentagem

- % BESESIT 3 3

« Dados amostrais:

V Concentragdo de arsénio em dgua potdvel
Regiao metropolitana Regido rural
n X S1 n, X, S2
10 12,5 7,63 10 27,5 15,3

V Grifico de probabilidade normal dos dados

3

/ o * Suposicdo de normalidade aparenta
) estar atendida
pe A e Improvavel que varidncias da
¥ . populacdo sejam iguais
Inclinagdes muito diferentes

-10 [] 10 20

4 50 60 n
Concentraio de arsénio (partes por bihio)

Prof. Lupércio F. Bessegato

« Procedimento de teste:

1. Parametros de interesse: concentragdes médias de
arsénio, [, e H,. Interesse: determinar se pl; — 1, = 0.

Hy: My = Hp =0 ou Hy: Wy = Wy
Hi 7 Wy

Rejeite Hy se [ty*| > tgps. 13 = 2,160 »=13,2~13
, . ’ . |- R 5
Estatistica de teste observada: ¢; = 125735 5 g
(7,63)2 + (15,3)2
10 10

2
3
4 e —
5. Estatistica de teste: 243
6
7
8. Conclusio:

« |t,’| =2,77 > 2,160 = Rejeitamos H,,

- H4 evidéncia para concluir, com o = 5%, que a
concentra¢do média de arsénio na dgua potdvel na zona rural

Estatistica &pl\cada a

. L 4. a Engenharia .
do Arizona é diferente aqueEfa da drea metropolitana.
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+ Calculo dos graus de liberdade desvio-padrio

combinado
$2 . s2\2 (7632 | (15322
(Ged) (e
- 232 232 23 2 2N 2
s7 55 7,63) (15,3
() (@) (=) (%)
n1—1 + na—1 9 + 9
=13,2~13

- Valor critico para teste bilateral com o = 5%
V' Graus de liberdade aproximados: t; ,s. 3 = 2,160
v Graus de liberdade conforme cdlculo: t 5. 13, = 2,157

Estatistica Aplicada & Engenharia 7

« Calculo do p-valor — Minitab:
vV No exemplo: Hy: Hy # Hy.
V Estatistica de teste observada:
t| =2,77 | wms > cor 2,77

SUBC> t 13,2.

Cumulative Distribution Function

Student's t distribution with 13,2 DF

x P(X<=x)
2,77 0,992135

Vp=2P{t;;,>2,77} =2(1-0,9921) = 0,0158
« Hy: 4=, é rejeitada a um nivel o = 5%

+ Hgy: My =M, ndo é rejeitada a um nivel a = 1%

Estatistica Aplicada & Engenharia 72

- Saida:

Estatisticas Two-Sample T-Test and CI: it _met; co tracao_rur
statisticas
descritivas Two-sample T for concentracac_met vs racao_rur

Teste t

N Mean StDev SE Mean

combinado

concentracao_met 10 12,50 7,63 2,4
concentracac rur 10 27,5 15,3 4,9

Difference = mu (concentracao met) - mu (concentracac_rur)
Escimars Faw 4 .15 00

95% CI for difference: (-26,71; -3.29)]
T-Test of difference - 0 (vs mot -): [f-Value = -2,77 B-Value = 0,016 DF = 13
1IC 95% 7/

p-valor aproximado
similar ao calculado
V Valor-p confirma concluséo de rejeitar H, a um nivel

o =5%.

V zero ndo pertence ao intervalo com 95% de confianga.
- Limite superior bem abaixo de zero
- H4 evidéncia amostral para rejeitar Hy: Yy — Hp, = 0.

Estatistica Aplicada & Engenharia 73

Prof. Lupércio F. Bessegato

Erro Tipo Il e Tamanho da Amostra

+ Curvas Caracteristicas de Operacao:
V Griéficos Vlle, VIIf, VIig e VIIh — Apéndice
V Curvas para a = 0,05 e a = 0,01
V Usadas quando 0,2 = 0,2 = 0.

- Quando 0,2 # 0,? a distribuigdo de T,* serd desconhecida
para H falsa.
_ A=A

V ParAmetro d: 4
20

- A: diferenga verdadeira entre as médias populacionais.
v Tamanho da amostra (n*): 7" =2n—1

— Para utilizar curvas CO, considerar n = n*.

Estatistica Aplicada & Engenharia 74
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« Como no teste f para uma unica amostra,
podemos:
V Utilizar de estimativa prévia de o2 através de
experimento piloto

V Usar da variancia amostral s? para estimar 02.
+ Para avaliar desempenho do teste apds coleta dos dados

V Definir a diferenca que ser quer detectar relativa a O.
+ Caso ndo haja experiéncia prévia que possa ser usada

Estatistica Aplicada & Engenharia

« Teste bilateral e nivel de significancia o = 0,05

Probability of accepting Hg

(¢) O.C. curves for different values of n for the two-sided t-test for a level of significance a = 0.05

Estatistica Aplicada & Engenharia 76

« Teste bilateral e nivel de significAncia a = 0,01

1.00
0.90
0.80

0.70

Probability of accepting Hyy

. —
00 02 04 06 08 1.0 1.2 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32
d

(f) O.C. curves for different values of n for the two-sided #test for a level of significance a = 0.01.

Estatistica Aplicada & Engenharia 77

+ Teste unilateral e nivel de significancia a = 0,05

Probability of accepling Hy

0.10

0 S S -
-0.8-0.6-0.4-0.2 0 0.2 0.4 06 0.8 1.0 1.2 1.4 16 1.8 20 2.2 2.4 26 2.8 3.0 3.2
d

(g) O.C. curves for different values of n for the one-sided -test for a level of significance a = 0.05.

Estatistica Aplicada & Engenharia 78
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« Teste unilateral e nivel de significancia a = 0,01

1.00

o
o
S

Probability of accepting Hg

W

020 \
2\ \p\)ﬁ t}/ 2820 ; ~
0 ARRAA NS
0 1 2 3 4

(b) O.C. curves for different values of n for the two-sided normal test for a level of significance a = 0.01.
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Exemplo 5-6

« Rendimento de catalisador

v Influéncia de dois catalisadores no rendimento médio
de processo quimico
— Catalisador 1: em uso
— Catalisador 2: aceitavel e mais barato
(deve ser usado se ndo mudar rendimento do processo)

V Nivel de confianga do teste (Q): 5%

vV Qual tamanho de amostra para rejeicio de H,, se
catalisador 2 produzir rendimento médio que difira
4% do rendimento médio do catalisador 1, com
probabilidade de no minimo 85%

Estatistica Aplicada & Engenharia 80

* Ho: Hy=Hy vs. Hi Wy 7 W,
Estimativa grosseira de 6(comum): s, = 2,70
Distancia padronizada:

a=8l___4
T 20 (2)(2,70)

=0,74

Probabilidade de erro tipo II: B=1-0,85=0,15

Estatistica Aplicada & Engenharia 81

Prof. Lupércio F. Bessegato

Probability of accepting Hg

(e) O.C. curves for different values of n for the two-sided r-test for a level of significance a = 0.05

V Determinagio do tamanho das amostras:
- n* = 20 (leitura grafica)
- Tamanho das amostras: n; =n, =n
Estatistica Aplicada & Enenterid 20+1 82

= 5~
n 3 5 10,5~ 11
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+ Saida — Minitab
V Suposi¢do de homocedasticidade.

\/ DadOS: Power and Sample Size
- Diferenca: 4 Frsmmple © Teot
Testing mean 1 = mean 2 (Versus not =)
. Calculating power for mean 1 = mean 2 + difference
M Poder. 0985 Alpha = 0,05 Assumed standard deviation = 2,7
Sample Target
Difference Size Power Actual Power
4 10 0,85 0,879312
The sample size is for each group. '\
v Tamanho amostras: n = 10. \

« Os resultados concordam razoavelmente com
aqueles obtidos por meio da curva CO.

Estatistica Aplicada & Engenharia 84

Intervalo de Confianca para Diferenca de
Médias — Variancias Desconhecidas

« Caso 1: 0,2=0,> =02
V Distribui¢do da estatistica de teste:
_ X1 — Xy — (1 — pa)

> ] ~ tnl +ng—2
Spv/nr tns
V entio:

p {_t()z/'Q,nl-{»ngf‘Z <T< taf‘z,m+u272} =l-a
vV Manipulando essas grandezas obtemos o intervalo de
100(1 — a)% de confianga para [, e |,.

T

Estatistica Aplicada & Engenharia 85

- Seja x; — x, a diferenca das médias de duas
amostras aleatérias, de tamanhos n;, e n,,
oriundas de popula¢des normais com variancias
0,2¢0,? desconhecidas, porém iguais
V Intervalo com 100(1-01)% de confianga para pl; — H:

- - 1 1
Ty — Ta —taj2mi4ne-250\ 0y T s

= > 1 1
Spr—p2 ST -T2+ ta/Z;m-i-nng SpA/ nr + o

Sendo:

* tyn: niem:  percentil superior com 0a/2(100)% da
distribui¢@o t com n; + n, — 2 graus de liberdade

. SP: estimativa combinada de 0, desvio-padrdo comum

(n1 —1)s? + (np — 1)s3
Sp e,

istica Apl\cadaﬁ %ngqnhaﬂaz —9 86

Exemplo 10-8

+ Hidratacdo de cimento:
V Andlise do peso de cdlcio em cimento-padrdo e em
cimento contendo chumbo

- Niveis reduzidos de célcio indicam bloqueio no
mecanismo de hidratagdo no cimento

Vv Grupos
- 1: cimento-padrio (n; = 10)
- 2: cimento com chumbo (n, = 15)
V ParAmetros de interesse:
- Teor médio percentual em peso de célcio

Estatistica Aplicada & Engenharia 87

Prof. Lupércio F. Bessegato
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« Dados amostrais:

V Teor percentual em peso de cdlcio
Cimento-padrdo Cimento ¢/ chumbo

X, S2

n, X3 S1 n;
10 90,0 5,0 15 87,0 4,0
V Suposicoes:
« Teor percentual em peso é normalmente distribuido
« Ambas as populac¢des tém a mesma variancia

v Estimativa combinado do desvio-padrdo

. \/(ml) P4+ (= 1)s)

ny+ne — 2

\/(9 14)(4,0)2
10 + 1a -2

’ Eslausllca Aplicada 4 Engenharia

« Intervalo de 95% de confianca para p; — H:
V to,005;23 = 2,069

Ty — Ty — t0,025;23 Sp 1/ ,L + % S pp—p2 S
Ty — T3 + 10,025:23 Sp ,L+i=
90,0 — 87,0 — 2,069(4,42)\/ 15 + & < ju1 — 12 <

=] g~
_:||’_'

90,0 — 87,0 + 2, 069(4, 42) +Lﬁ =—0,72< g — pp < 6,72

Vv Nao podemos afirmar, com um nivel de confianca de
95%, que a presenca de chumbo afete esse mecanismo
de hidratacdo

- Nesse nivel de confianga ndo podemos concluir que haja
diferenca entre as médias
(intervalo inclui o zero) N

Estatistica Aplicada & Engenharia

Intervalo de Confianca para Diferenca de
Médias — Variancias Desconhecidas

« Caso 2: 0,> # 0%
V Distribui¢do da estatistica de teste:
X1 — Xp — (1 — p2) 1y

*
™= S% ty
ny ' ng
+ v: graus de liberdade da distribuigéo t
(F+3)
V=T s an?
G @)
ny ng
v Entio: v e e

P {_tn/zy <TI < t(!/z,y} =1l—a

Estatistica Aplicada & Engenharia

Prof. Lupércio F. Bessegato

Seja X; — X, a diferenca das médias de duas
amostras aleatérias, de tamanhos n;, e n,,
oriundas de popula¢des normais com variancias
0,2¢ 0, desconhecidas e desiguais.

V Intervalo com 100(1-0)% de confianga para pl; — H:

Ty — Ty — oo\ o 5,5 e S p2 S

52 52
I17$2+ta/21/ 1+n§

Sendo:
* typ. v percentil superior com a/2(100)% da distribuigdo t

com v graus de liberdade (correcdo)

Estatistica Aplicada & Engenharia 91
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Teste t para Amostras Pareadas

Teste t Emparelhado

« As observacdes nas duas populagdes de interesse
sdo coletadas em pares

vV Toma-se cada par (Xj» X5;) em condigdes homogéneas,
mas elas podem mudar de um par para outro

Estatistica Aplicada & Engenharia 93

Exemplo

+ Dois tipos de ponteiras para teste de dureza
vV Mdaquina pressiona ponteira em corpo-de-prova
metélico
V Dureza estd relacionada com profundidade de
depressao
V Teste t emparelhado:

- mede-se dureza das duas ponteiras em mesmo corpo-de-
prova

vV Qual a vantagem do procedimento em relagdo a
comparagdo com amostras independentes?

Estatistica Aplicada & Engenharia %

« Importante:
vV Os espécimes metdlicos muito provavelmente nio
serdo homogéneos!
« Teste t combinado:

V Diferenca observada entre as leituras de dureza
média para os dois tipos de ponteiras também inclui
as diferencas de dureza entre os espécimes

+ Teste t emparelhado:
V Analisa diferenca entre as leituras de dureza em cada
espécime
V Se ndo houver diferenca entre as ponteiras, a média
da diferenca deveria ser zero

Estatistica Aplicada & Engenharia %

Prof. Lupércio F. Bessegato
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Estimacao de p; — p,

« Sejam (X, X,), X;, X5), ... X
observacgdes emparelhadas.

X2n)

In»

V X;: populag@o normal com média |, e variancia 0,2.
V X,: populagdo normal com média |, e varidncia 0,2.
V Diferenca entre cada par de observacoes:

«Dyj=X;; - Xy, j= 1,2, n.

« Sao normalmente distribuidas
- Esperancade Dj:  pp = E[X1 — Xo] = i1 — ppa

+ Variancia de Dy o2,

Estatistica Aplicada & Engenharia %

Teste t Pareado para p,— |,

- Hipdtese nula:
VHg: Mp = Hy — Hp = A
+ A valor pré-especificado
« Estatistica de teste: Ty = ==
_ Vi
VD, Sp e n, sdo, respectivamente, média amostral e
desvio-padrao amostral das n diferencas

« Hipéteses alternativas:
Hipotese alternativa Critério de rejeicao
H;: Pp # 8y ltol >t n-1-
Hi:pp > 4 to >ty n_1-
Hi: Hp <Ay couioioh b sebeema 1+ o

Exemplo 5-8

+ Resisténcia para vigas de aco

V Comparagio de métodos de previsdo de resisténcia
ao cisalhamento em traves planas metalicas

vV Métodos: Karlruhe e Lehigh

V Ha diferenca (na média) entre os dois métodos?

Estatistica Aplicada & Engenharia 98

« Dados amostrais
V Previsdes de resisténcia para nove traves planas de ago

V (carga prevista/carga observada)
- Dados: BD_producao.xlsx/ guia: cisalhamento

Prof. Lupércio F. Bessegato

Método .
Trave - Diferenca ) .
Karlsruhe | Lehigh Estatisticas amostrais
S1/1 1,186 1,061 0,125 d=0,2739
S2/1 1,151 0,992 0,159 sp = 0,1351
S3/1 1,322 1,063 0,259
S4/1 1,339 1,062 0,277
Correlations: Karlsruhe; Lehigh
S5/1 1,200 1,065 0135,
Sz/l 1’402 1’178 0’224 P-Value = 0,310 ’
S2/2 1,365 1,037 0,328
S2/3 1,537 _1.086 0451 .
S2/4 1,559 1,052 0,507
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+ Procedimento de teste:
1. Parametro de interesse: diferenca na resisténcia
média a cisalhamento entre métodos: Up=H; — My = 0.
2. Hy: pp=0.
3. Hipp#0.
4. a=0,05 (digamos)
5. Estatistica de teste:
6
7
8

Hy
~

TU = tn—1

BN

Rejeite Hj se [ty > to 055, 5 = 2,306
Estatistica de teste observada: to = 02739 _ ¢ g

Conclusio:
« |to| = 6,08 > 2,306 = Rejeitamos H,

« Ha evidéncia para concluir, com o = 5%, que os métodos de
previsdo da resisténcia fornecem resultados diferentes.

Estatistica Aplicada & Engenharia 100

« Calculo do p-valor — Minitab:
v No exemplo: Hy: g, # 0.
V Estatistica de teste observada:
to] = 6,08 | wzs 5 cor <, 06

SUBC> t 8.

Cumulative Distribution Function
Student's t distribution with 8 DF

x P( X <= x)
6,08 0,999852

Vp=2P{t;> 6,08} =2(1 -0,99985) = 0,0003

- Rejeita-se Hy: ip =0 em favor de H;: Y # 0, a um nivel
a=5%

Estatistica Aplicada & Engenharia 101

Andlise gréfica:

- Saida:

Paired T-Test and Cl: Karlsruhe; Lehigh

Estatisticas

Teste t

Valores Individuais das Diferencas -
(with Ho and 95% t-confidence interval for the mean) P
o
" -
. /// .
.
® =2
» [
@ -
e v
.. s ss s . . - -
i -
. o '// w02

. _— " P o suh

- " s
s / w  om

o P odss

. -

(Y] o1 02 03 oA 05 00 01 02 03 04 05 06

Diferencas Diferenca

V Gréifico de valores individuais indica existir
diferenca entre métodos.
- Método 1 produz previsdes maiores para a resisténcia
V Nio h4 evidéncia amostral para rejeitar a hipétese de
normalidade das diferencas

Estatistica Aplicada & Engenharia 103

143 Paired T for Karlsruhe - Lehigh
descritivas &
pareado
N Mean 8tDev SE Mean
Karlsruhe 9 1,3401 0,1460 0,0487

Lehigh 9 1,0662 0,0494 0,0165
Difference 9 0,273% 0,1351  0,0450

|y | 35% CI for mean difference: (0,1700; 0,3777)f

T-Test of mean difference = 0 (vs mot = 0): |T-Value = €,08 P-Value = 0,000
L
IC 95%

V Valor-p confirma conclusdo de rejeitar H,,.
V Zero ndo pertence ao intervalo de confianga.

- H4 evidéncia amostral para rejeitar Hy: Yy — Hp, = 0.
Vv Estimacdo intervalar da diferenca:

« Método de Karlsruhe produz, em média, previsdes
maiores para a a resistdneia gue-0 método de Lehigh 104

Prof. Lupércio F. Bessegato
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Comparacoes Emparelhadas vs

Independentes
« Comparagdes de duas médias populacionais:

Independentes Pareadas
Estatistica | 7j = X=X -4 Ty = D - Lo
1,1 =2
de teste S/t n Jn
Distribuicao ¢ i
amostral -2 -l

v Numeradores sdo idénticos

v Denominadores:
- Estatistica combinada: supde amostras independentes
- Estatistica pareada: ha correlacdo (p) entre X, e X,.

V Teste t pareado perde (n — 1) graus de liberdade em
relagiio ao teste t independénte ”

« Variancia de )_(1 - )_(2 (mesmo tamanho amostral)

vV Amostras independentes: )
Vm'[Xl = Xg] = Var[Xl] + Var[Xz]
a2 o2 B 207

n n n

vV Amostras pareadas:
- Em geral, p>0.

Var[X; — Xp] = Var[X,] + Var[X,] — 2 Cov[X|, X3]
2 2 2 2
o o o 20
=—+—-2p—=—A(1-p)

n n n n
v Denominador estatistica teste t emparelhado é menor
que a do teste t independente

- Se houver correlagdo positiva entre pares e mesma
variancia em ambas populagdes

Estatistica Aplicada & Engenharia 106

+ Consequéncias:
V Teste t independente pode subestimar significincia
dos dados se for aplicado com amostras pareadas

- Valor da estatistica do teste t independente menor que a do
teste t pareado.

VTeste t independente tem mais poder contra
quaisquer valores alternativos fixados do parametro

— Teste t pareado conduz a uma perda de n — 1 graus de
liberdade em comparagdo ao teste t independente.

vV Devemos ou nio emparelhar as observacoes?

Estatistica Aplicada & Engenharia 107

+ Consideracdoes para escolha entre amostras

independentes e emparelhadas:

vV Unidades experimentais relativamente homogéneas
(0 pequeno) e correlacdo intrapares pequena:
- Ganho na precisdo atribuido ao emparelhamento serd
compensado pela perda de graus de liberdade

- Deve ser usado experimento com amostras independentes
V Unidades experimentais relativamente heterogéneas
(0 grande) e correlagdo intrapares grande:
- Deve ser usado experimento emparelhado

- Este caso ocorre tipicamente quando as unidades
experimentais forem as mesmas para ambos 0s casos

Estatistica Aplicada & Engenharia 108
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+ Considerar também:
V 0 e p nunca sio previamente conhecidos;
V Quantidade grande de graus de liberdade (40 ou 50):

- Perda de n — 1 graus de liberdade com emparelhamento
pode ndo ser séria

v Quantidade pequena de graus de liberdade (10 ou 20)

- Perda de metade dos graus de liberdade serd
potencialmente séria se ndo for compensada por um
aumento na precisio devido ao emparelhamento.

Estatistica Aplicada & Engenharia 109

Intervalo de Confianca para

VUp = M, — W, média de diferencas normalmente
distribuidas: _

Vn

Entao P {7ta/2,7zfl <T< tQ/Q,n*]} =l-«

sendo ty (, 1) © percentil superior com a/2(100)% da t com

n-1 graus de liberdade
VIntervalo para Pp = Yy — My com 100(1 — a)% de

confianca
d— t(v/Q,n—lsiD <pp < dTJF t&/?.n—l
T ’

5D

_ Vi Vi
vde Sp sdo, respectivamente, a média e o desvio-
padrio da diferenca de n pares aleatérios de medidas
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« Comentarios:
V Esse intervalo de confianca é vélido para o caso em
que 0,2 £ 0,2
- Sp? estima 0,2 = Var(X, — X,)
V Suposi¢io de normalidade €é desnecessdria para
amostras grandes (n > 30 pares)

- Aplica-se o Teorema Central do Limite

Estatistica Aplicada & Engenharia 11

Prof. Lupércio F. Bessegato

Exemplo 5-9

- Carros estacionados paralelamente

V Estacionamento de dois carros de forma paralela,
com barras de direcdo e raios de giro diferentes

V Resposta:

- Tempo em segundos para cada pessoa

Vv Amostragem:
- 14 pessoas estacionando dos dois carros

Estatistica Aplicada & Engenharia 12
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» Dados amosrais « Intervalo de 90% de confianca para Py — H:
v Tempo para estacionamento de 2 carros em paralelo (s) y —1771
. . tos;13 =1,
- Dados: BD_producao.xlsx/ guia: estacionamento
Automével Automével d—tooeaatl < <At omgaD
Pessoa 1 ) Diferenca Pessoa utomove) Diferenca 0,05;13 s 1D = d+1p o513 Jn
1 2 12,68 12,68
1 370 | 17,8 19,2 8 582 | 322 26.0 1,21 - I!THW <pp <1,21+1,771 =
2 258 | 202 5.6 9 336 | 278 5,8 4,79 < pp < 7,21
3 162 | 168 -0.6 10 | 244 | 232 1,2
4 242 | 414 | -172 11| 234 | 296 -6,2 .
5 20 | 214 0.6 . 212 | 206 06 v Cgm um nivel de co'nflanga deA 90%, ndo podemos
6 334 | 384 5.0 13| 362 | 322 40 aflrmar de que os dois carros tém diferentes tempos
7 238 | 168 7,0 14 298 | 538 240 médios para estacionar
I=121 (intervalo nao inclui o zero)
Estatisticas amostrais: i 1’2 68 - Valor HUp= H; — l,=0 € consistente com os dados observados
sD = 2
Teste de Hipoteses para a Razao de
Variancias
« Suponha:
V Duas populag¢des normais independentes
Inferéncia para as Variancias de Duas V I, e W,: médias desconhecidas das populagdes
Distribuicoes Normais V 0,2 e 0,?: varifncias desconhecidas das populagdes

« Interesse:

V Testar hipéteses relativas 2 igualdade das variancias
« Hipoéteses:

VHy 0.2=0,%

VH;:0,.2#0,?

Estatistica Aplicada & Engenharia 116
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F=

s |<f=|=

liberdade

liberdade.
V Notagdo: F~F, |

Estatistica Aplicada & Engenharia

Distribuicao F

VW e Y sdo varidveis aleatorias
independentes com, respectivamente, u € v graus de

A variavel aleatdria F € definida como:

qui-quadrado

V Essa varidvel aleatéria segue a distribui¢io F com u
graus de liberdade no denominador e v graus de

Distribuicao Ft— Funcao de Densidade

Seja X uma varidvel aleatéria com distribuicao F
com u graus de liberdade no numerado e v , no
denominador:

(")

f ( ) - (g)ufz (u/2)—
x(z - ” ”u u+u)/2,0<m<oc;u,1reN
NONONGEEE
v
V Média da distribuigo F: E[X] = —.,v>2
V Varincia da distribuigdo F:
202 (w4 v — 2)
VaI[X} = m,v >4

vV Distribuigio F € assimétrica 2 direita
V Distribuigfio F é similar a X2

Estatistica Aplicada & Engenharia

- Os dois parametros u e v oferecem flexibilidade extra quanto a forma

* fa.u v Percentis da F com u e v graus de liberdade

V Seja a varidvel aleatéria F ~ F, , entdo P{F > fou.} = o

Exemplo — Unilateral Superior

Vo=005u=35ev=10 /\\

P{F510 > 3,33} = 0,05

Table V  Percentage Points of the F-Distribution (continued)
Gréfico Distribuicsio F
vi=52=10
07 - ) Degrees
N\ o 1 2 3 4 5 e 1 s
06 [N
\ 1| 1614 1995 2157 22
o5 \ 2| 1851 19.00
04 3 10,13 9.55
2 [ \ 4 17 694
03 } \ s| 661 sm
N\ 6 509 514
0.2 AN 7 550 474
01 N : : is 446
—_— 005 512 426
o0l T 2 10| 4% 40
PR [ %3 3 20 | 3
Nl 475 IR0 140 1% 3N e 01 988
Estatistica Aplicada & Engenharia 120
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« Exemplo — Unilateral Inferior:
Va=095u=5ev=10

V Tabela contém somente percentis superiores

+ Exemplo — Bilateral:
Va=0,05u=5ev=10

fo.025:5:10 = 4,24 Table V  Percentage Points of the F-Distribution (continued)
J0,025;5;
Joazs.
e 1 1 :
\/ Pontos percentuals inferiores: flfa,u.v = —_— foorsisie = ——— " Degrees of freedom for the numer
' fa.v.u .f0.025:10:5 1 2 3 4 s 6 7 8 9 1012
1 1| 6478 7995 8642 8996 9633 9686 9767 9
Table V' Percentage Points of the F.Distribution (continued) =——=0,151 2| 3881 3000 307 392 240
6 62 ’ 3 1744 1604 1544 2 1434
Jonsms ? 4 1222 106 008
Degrees of freedom for : I: !t ::r‘ r ':
v 1 2 3 4 S 6 7 8 9 10 Grafico Distribuicdo F 7 807 654 589
Gréfico Distribuiglo F 1| 1614 1905 257 246 2302 2340 2% 2105 2419 Lot 3| 79 606 S
vi=s; v2s10 2| 1851 1900 1906 1925 1930 1933 937 1938  19.40 07 _ 9 1 sm ses
0,7 3 10.13 9.55 928 912 9.01 804 881 8.79 = 1o 6.94 541; ]l 83
/’\\_ 4 771 694 659 639 626 616 6005 o5 f
.5 [\ 5 661 59 541 519 505 495 47{ 474 05
s \ ——— —— \
wfis] 71 82 4W 485 4@ 1 i A an A “asl O\ P{F5.10 < 0,151} = 0,025
v \ 8 532 446 4.0 3.69 358 3.5 3 339 335 o \
9| 512 42 38 348 337 329 323 318 1M : —
0 \ pof 4w oam o m Ge an Gwgw e ow - \\ P‘{O7 151 < Fi.q0 < 4, 24} =10,95
02 T on a8 3 ‘
Ny AN ool us o fogssie = Tovoron ~ 471 0,211 a Ny
3 S = [ N —
oo T Estatistica AJI\C la 4 Engenharia 0,05,10,5 : 121 e — toa a 122
» P{F510 < 0,211} = 0,05 x

Teste de Hipbteses para a Razao de Variancias Amostrais

Variancias

« Amostra de tamanho n; de populacio normal
com média Y, e varidncia 0,2 desconhecidas

V S,% variancia da amostra 1

+ Suponha:

V Duas populagdes normais independentes

V I, e Ky: médias desconhecidas das populagdes - Amostra de tamanho n, de populacio normal

com média |, e varidncia 0,> desconhecidas
V' S,% variancia da amostra 2

vV 0,% e 0,2: variincias desconhecidas das populag¢des
« Interesse:

V Testar hip6teses relativas a igualdade das variancias
+ Hipdéteses:

VH,: 0,2=0,2

VH:0.*#0,?

- Populacdes independentes

Estatistica Aplicada & Engenharia 123 Estatistica Aplicada & Engenharia 124
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Razao das Variancias Amostrais

« Razdo das variancias amostrais:

w8
F=m1l_7 R
=Ty - 52 (n1—1),(n2—1)
na—1 ;25

v Quociente de varidveis aleatdria independentes
(ni—-1)S7 5

v Numerador: W = ™ Xu-l
1
. ng — 1)52
v Denominador: Y = @2(}# ~ Xay1
2

Estatistica Aplicada & Engenharia 125

Teste para a Razao de Variancias de Duas

Populacoes Normais
 Hipétese nula:

VH, 0.2=0,% ,
L. S
. Estatistica de teste: Fy = =%

S3
 Hipdéteses alternativas:
Hipotese alternativa Critério de rejeicao
H: 02 # 0, Jo> fannti—1n2-1 900 <fi_anni—1m2-1

2 2
H;:0,°>0, Jo> Jam-1m-1

2 2
H;:0,°<0, So<fi—am-1m-1-

Estatistica Aplicada & Engenharia 126

Exemplo 5-10

+ Variabilidade em pastilhas de semicondutores
V Espessura obtida por meio de mistura de gases
V Variabilidade da espessura € caracteristica critica
- Deseja-se baixa variabilidade

V Estudadas duas misturas diferentes de gases

- Interesse em determinar se uma delas € superior na
reducdo da variabilidade de espessura

Vv H4 qualquer evidéncia que indique ser um gés
preferivel em relagdo ao outro?
- Use 0 =5%.

Estatistica Aplicada & Engenharia 127

« Dados Amostrais:
V Espessura da camada de 6xido (Angstrom)

Mistura 1 Mistura 2
n; S1 n, S2

20 1,96 20 2,13

V Consideraremos que a espessura de 6xido seja uma
varidvel aleatéria normal para ambas as misturas de
gases

- Os valores amostrais ndo estdo disponiveis para se
conduzir testes de normalidades para verificar esta
suposicao

Estatistica Aplicada & Engenharia 128
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+ Calculo do p-valor — Minitab:
V No exemplo: 0,2# 0,2
V Estatistica de teste observada:
< £,=085 | oo

SUBC> F 19 19.

* l/ﬁ) = 1’18 Cumulative Distribution Function
F distribution with 19 DF in numerator and 19 DF in denominator
x B(X<=2x)
0,85 0,363400
1,18 0,639011
z
V Célculo de p:

« P{Fjg 19 < 0,85} = 0,3640 (f, estd mais a esquerda!)
« P{Fy o> 1,18} =1-0,6390 = 0,3610
+ p=0,3640 + 0,3610 = 0,7244
« H,: 0,2= 0,2 ndo pode ser rejeitada em favor de H,: 0,2
# 0,2, aum nivel d = 5%

Estatistica Aplicada & Engenharia 130

» Procedimento de teste:
1. Pardmetros de interesse: varidncias 0,> e 0,2, da
espessura das camadas de 6xido.
a2 =2
2. Hy: 0,2=0,~
c .2 2
3. Hi:o.2#0,%
4. a=0,05 g2
e Hi
5. Estatistica de teste: fo = S—é ~ Fny—1np-1
.« 2
6. Rejeite H, se:
Jo> foo2s; 10: 19 = 2,53 0u fy < fo,975; 10: 19 = 1/2,53 = 0,40
7. Estatistica de teste observada: (1,96)2 3,84 0.5
~ 0= =5 = =0,80
8. Conclusio: (2,13)2 4,54
« 0,40 < f,=0,85 < 2,53 = Falhamos em rejeitar H,
0 ] 0
« Nao h4 evidéncia forte para indicar um géds que resulte em
varidncia menor na espessura de 6xido, com d = 5%.
Estatistica Aplicada 4 Engenharia 129
R Saida: Test and ClI for Two Variances
Method
Estatisticas Null hypothesis Sigma(l) / Sigma(2) =1
descritivas Alternative hypothesis Sigma(l) / Sigma(2) not =1
significance level Alpha = 0,05
[T Statistics
Sample N StDev Variance
1 20 1,960 3,842
2 20 2,130 4,537
/ Ratio of standard deviations = 0,920
Ratio of variances = 0,847
EZ[a:lSItha 95% Confidence Intervals ‘ 1 ndo pertence ao IC ‘
c teste
CI for
Distribution cI for gcnav Vaxiax_me
| Nnn:\a; (0,57:;71,463) (0,335; 2,133) |
-TesteF
IC 95% peste ]
Method DF1 DF2 snaci:iiz P-Value
F Test (normal) 15 19 0,85 0,721

P

132

Prof. Lupércio F. Bessegato

« Conclusoes:
V Valor-p confirma conclusdo de ndo rejeitar H,.

v Um nio pertence ao intervalo de confianga.
+ Hé evidéncia amostral para ndo rejeitar Hy: 0,2 = 0,2.

Estatistica Aplicada & Engenharia 133
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Intervalo de Confianca para para a Razao
de Duas Variancias

+ Distribui¢do da estatistica F:
53

-

% ~ an—l‘ﬂl—l

1

F=
+ entio:

P {fl—(t/Q.n,l—l,n,g—l <F< fm/‘Q,m—l,ng—l} =l-a

vV Manipulando essas grandezas obtemos o intervalo de
100(1 — a)% de confianga para 0,2 e 0,2

Estatistica Aplicada & Engenharia 144

« Sejam s> e s, as varidncias de amostras
aleatorias de tamanhos n; e n,, provenientes de
populagdes normais com variancias
desconhecidas 0,2 e 0,?

V Intervalo com 100(1-0)% de confianga para 0,%/0,%

o o2 s
_gfl—a/Q.nz—‘l,m—l < ) < _zfa/2.nz—‘]‘n1—1
s o 5
2 2 2
Sendo:
* fa. w1 nis percentil superior com  a/2(100)% da
distribuicdo F com n, — 1 graus de liberdade no

numerador e n; — 1 graus de liberdade no denominador

Estatistica Aplicada & Engenharia 145

« Comentario:

VIntervalo de confianca para a razdo entre dois
desvios-padrdo pode ser obtida extraindo a raiz
quadrada do intervalo de confianga para a razdo de
variancias

Estatistica Aplicada & Engenharia 146

Exemplo 5-11

« Acabamento de superficie de liga de titanio
V Fabricagio de propulsores para uso em turbinas
vV Podem ser usados dois processos para esmerilhar
determinada superficie
- Podem produzir pegas com iguais rugosidades médias nas
superficies
V Construir um intervalo de 90% de confianca para a
razdo dos desvios-padrdo dos dois processos (0,/0,)

— Considerar os dois processo independentes e que a
rugosidade na superficie seja normalmente distribuida

Estatistica Aplicada & Engenharia 147
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+ Dados Amostrais:

Processo 1
ny S1 n,

11 51 16

normalmente distribuida

suposicao

Estatistica Aplicada & Engenharia

Processo 2

S2

4,7

V Consideraremos que os dois
independentes e que a rugosidade na superficie seja

v Rugosidade em superficie (micropolegada)

processo  sdo

- Os valores amostrais ndo estdo disponiveis para se
conduzir testes de normalidades para verificar esta

148

« Intervalo de 90% de confianca para 0,/0,:

\/fo,os; 15,10 = 2,85

1 1
— 5.15 === 39
V foos: 15,10 = 0,39 fogsasto = ¢ =251 = %
32 0'2 32
S%fo,95;15;10 < U% < ;%fo,o5;15;10
2 2 2
(5.1)2 2 (5.1) V0,459 < 2L < /3356
039 < 5 < 752,85 72
(4,7) o~ (47) 0,678 < 7L < 1,832
02 a2
0,459 < —} < 3,356
a.
2

vV Com um nivel de confianca de 90%, nio podemos
afirmar que os desvios-padrdo da rugosidade da
superficie para os dois processos sejam diferentes
(intervalo inclui o um)

Estatistica Aplicada & Engenharia 149

° Salda. est an or 0 Variances

lethod

1 11 5,100
3 16 4,700

26,010
22,0%0

Estatisticas ull hypothesis Sigma(1l) / sigma(2) =1
descritivas Rlternative hypothesis Sigma(l) / Sigma(2) not = 1
significance level Alpha = 0,1

Statistics
Sample N StDev Variance

« Comentario:

V' A um nivel de confianga de 90%, no se rejeita a
hipétese de igualdade das varidncias em favor de H;:
2 2
0,°# 0,".

Ratio of variances = 1,177

/ Ratico of standard deviations = 1,085 |

Estatistica )
de teste 90% Confidence Intervals Epertence a0 IC

£ Data RBati Rati
| Mormal (0,680; 1,830) (0,463; 3,350) |
Tests
1IC95%
Test
lethod DF1 DF2 Statistic P-Value
F Test (normal) 10 1s 1,18 0,751

CI for
Distribution €I for StDev Variance

e

]

Estatistica Aplicada & Engenharia

Prof. Lupércio F. Bessegato

Estatistica Aplicada & Engenharia 151

31



Estatistica Aplicada a Engenharia

Inferéncia para as Proporcoes de Duas
Populacoes

Inferéncia para Propor¢coes de Duas
Populacoes

« Pardmetros de interesse:
V Proporg¢des binomiais p; € p,.
« Inferéncia para amostras grandes:

V Teste de hipéteses e intervalos de confianga baseados
na aproximag¢do binomial pela normal.

Estatistica Aplicada & Engenharia 15!

3

Testes para Diferencas na Proporcoes de
uma Populacao
« Suponha duas amostras aleatérias independentes,
retiradas de duas populagdes:

vV Tamanhos amostrais: n, € n,.
Vv Nimero de observagdes que pertencem a categoria

de interesse: X, e X,. X

+ Estimadores das propor¢des populacionais: Fjl - E

- Hipéteses de interesse: 2T ne
Hy:pi1=p,
Hyi:p #p,

Estatistica Aplicada & Engenharia 154

Estatistica de Teste para p,- p,

— PI_PQ_(pI _pQ) NN(O,].)
\/m(l—m) 4 p2(1=p2)

ni ng

Z

paran, e n, grandes - P — By

+ Se p, = p, (H, verdadeira)

V p é desconhecido!

- Estatistica de teste para Hy: p; = p,:
B ~ N(0,1)

\/ﬁ(l ~B) (A +)

Estatistica Aplicada & Engenharia

Zy=

\/P(1=p) (%*r%)

: A S Xi+ X
« Estimador do parimetro p (comum): 7 = ﬁ
‘1 12

155
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Testes Aproximados para p,;— p,

 Hipétese nula:
VHy: p; =p, P - P
- Estatistica de teste: 20~ T 71 1
PL-P)(L+1)

« Hipdteses alternativas:

Hipétese alternativa Critério de rejeicao
Hi:pi#p, 20| > Zgp-
Hi:p;:>p, Zy > Zg-
Hi:p;<p, 2y < ~Zg.

Estatistica Aplicada & Engenharia 156

Exemplo 5-12

+ Lentes intra-oculares usadas apds operacdo de
catarata
V Dois tipos de solugio para polimento
V Solugio 1:

- 300 lentes polidas e 253 (X,) ndo tiveram defeitos
induzidos pelo polimento

Vv Solugdo 2:
- 300 lentes polidas, com 196 (X,) satisfatérias
V Ha razdo para acreditar que as duas solugdes de
polimento difiram?
-Usea=1%

Estatistica Aplicada & Engenharia 157

« Dados Amostrais:

V Lentes que ndo tiveram defeitos induzidos pelo

polimento
Solugdo 1 Solugdo 2
n, X, n, X,
300 253 300 196
253
« Proporgdes amostrais: 71 = 35, = 0,8433
P2 = % =0,6533

- Estimador do pardmetro comum p (sob H)
z1+wy 2534196
ny+mng 3004 300

=0,7483

;(3:

Estatistica Aplicada & Engenharia 158
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« Procedimento de teste:

1. Parametros de interesse: p; € p,, propor¢ao de lentes
satisfatérias apds polimento com fluidos 1 e 2.

2. Ho:p1=p2
3. Hipi#p, B0 i
4, a=0,01 2= —= - ~N(0,1)
o P(]—P)(LJrL)
5. Estatistica de teste: nione
6. Rejeite H se |29 > 2 o5 = 2,58
7. Estatistica de teste observada:
0,8433 — 0,6533
o= 1 L 5,36
- 0,7483(1 — 0,7483) (- + L
8. Conclusio: ‘/ ( ) (506 + 500)

.+ |zo| = 5,36 > 2,58 = Rejeitamos H,

Estatistica Aplicada & Engenharia 159
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+ Conclusao: + Calculo do p-valor — Minitab:

vV Ha uma forte evidéncia para justificar a afirmagdo de V' No exemplo: H;: p; # p,.
que os dois fluidos sejam diferentes. O fluido 1 V Estatistica de teste observada:
apresenta uma maior fracdo de lentes ndo . 2,=5,36
defeituosas. Vp=2xP{Z> 536}
V Tabela

VP{Z> 536} =[1-®(536)] =0,000
p =2 (0,000) = 0,000
+ Hy: p; = p, seria rejeitada com qualquer nivel de
significancia o > 0,000

Estatistica Aplicada & Engenharia 160 Estatistica Aplicada & Engenharia 161

Exemplo 10-14

o Saida: | Test and CI for Two Proportions

fogs Sample X N sSample p '
Estatl.st.lcas [ 1 253 300 0,843333 . Erva_de_saO_JoaO
descritivas 2 196 300 0,653333

V Extratos utilizados para tratar depressdo

Difference = p (1) - p (2)

Estimate for difference- 0,19 . . ~

I T T TR =N V Teste para comparar eficdcia de extrato-padrio de

Test for difference = 0 (vs not = 0): 2 = 5,50 P-Value = 0,00 erVa-de-SéO-jOéO com placebo
IC 95% Fisher' t test: P-Value = 0,000 | . » .
‘ L v Amostra: 200 pacientes com depressdo unipolar

V Valor-p confirma conclusdo de rejeitar Hy, - Alocagio aleatéria em dois grupos (extrato-1 e placebo-2)
V Zero ndo pertence ao intervalo de confianga. - Apé6s oito semanas, melhoraram: 27 (X,) pacientes
tratados com a erva-de-sdo-jodo e 19 (X,), tratados com

« Ha forte evidéncia amostral para rejeitar Hy: p; = p,.
placebo.

V H4 alguma razdo para acreditar que a erva-de-sio-
jodo seja efetiva no tratamento de depressdo?
- Usea=5%

V Teste exato de Fisher:
+ Usado com qualquer tamanho amostral
« Nao usa aproximacdo pela normal

Estatistica Aplicada & Engenharia 163

(p-valor pode ser maior!) 162
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« Dados Amostrais:

V Pacientes com melhora no quadro de depressdo
unipolar (apds 8 semanas)

Erva-de-sdo-jodo Placebo
n, X3 n, X,
100 27 100 19
« Proporgdes amostrais: 5, — 1%70 — 0,27
19
bo = — = 0,19
P2= 100

- Estimador do parametro comum p (sob H)

N I -+ Hip) 19 + 27
= = = 2
b ny+mns 1004100 0,23

Estatistica Aplicada & Engenharia 164

+ Procedimento de teste:

1. Parimetros de interesse: e p,, proporcoes de
1 2
pacientes que melhoraram apds 8 semanas.

2. Ho: p1 =p2

3. Hiipy #po. o

4. a=0,05 P Sk s Tl N (PN
5. Estatistica de teste: P(1-P) (n% + %)

6. Rejeite Hj se |zg| > 255 = 1,96

7. Estatistica de teste observada:

8. Conclusio: 2 0,27-0,19 =1,34

V/0,23(1 - 0,23) (5 + 1)

+ Jzo| = 1,34 < 1,96 =» Falhamos em rejeitar H,

Estatistica Aplicada & Engenharia 165

« Conclusao:

V Nado ha evidéncia suficiente para confirmar que a
erva-de-sdo-jodo seja efetiva no tratamento de
depressao unipolar.

Estatistica Aplicada & Engenharia 166

+ Calculo do p-valor — Minitab:
V No exemplo: Hy: p; # p,.
V Estatistica de teste observada:
- 7y=134

Cumulative Distribution Function
Normal with mean = 0 and standard deviation = 1

x P(X<=x)
1,34 0,909877

VP{Z> 1,34} =1-d(1,34) = 10,9099 = 0,0901
p=2(0,0901) = 0,180
« Hy: p; = p, seria rejeitada com qualquer nivel de
significancia o > 0,180

Estatistica Aplicada & Engenharia 167
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+ Saida:
Estatisticas Test and Cl for Two Proportions
S [T e
2 18 100 0,1%0000
Difference = p (1) - p (2)

Estimate for differance: 0,08

95% CI for difference: (-0,0361186; 0,196119)|
Test for difference = 0 (vs not = 0)] 2 = 1,3¢ P-Value = 0,178
IC95% | || Fisher's exact test: p-value = 0,233 |

V Valor-p confirma conclusdo de ndo rejeitar H,,.

V Zero pertence ao intervalo de confianga.
+ Nio h4 evidéncia amostral para rejeitar Hy: p; = p,.
V Teste exato de Fisher:
+ Usado com qualquer tamanho amostral
« Nao usa aproximaedtspets tiortral (p-valor maior!) 16

Erro Tipo Il e Tamanho da Amostra

« Célculo de B é complicado no caso de 2
amostras
V Denominador de Z,, usa estimador combinado de p
(sob Hy: p; = p,)
V Quando H; for falsa (p, # p,)

pi(l—p1) | p2(l —p2)
Tp1—p2 :\/ -~ + o
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« Erro tipo Il aproximado de teste bilateral para a
diferenca de proporg¢des de 2 populagdes:
Zaj21 /DA (,11—1 + n%,) = (p1—p2)
=2
Opr1—pa
—Za/24/ P4 (ﬁ + %) —(p1—p2)
—®
Opy—pa2
Vemaque:  _ nyp +napo
p = —
ny +ns
__m(l—p1) +na(1l —pa)
q =
ny + ng

« Erro tipo II aproximado de teste unilateral para
a diferenga de proporcdes de 2 populacdes:
VH;:p; > p,

. Za\fﬁ(%-l-%) = (p1 = p2)

Tpr—ps2
v H:p, <py
_Zn\fp_Q'(% + %) —(p1—p2)
A=1-¢ Tp1—pa
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Calculo Tamanho Amostral

« Teste de hipéteses da diferenca de proporcoes:
VH;:p; =p,.
V Valores especificados de p; € p,.
Vv Mesmos tamanhos amostrais: n = n, = n,.

v Tamanho aproximado da amostra

2
[Zafz /(p1+p222(r11+tn) + 23/Prgs F pag

(p1—p2)*
sendo: @i=l-pieq=1-—p

n s

V Para alternativa unilateral troque z, por z,.
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Intervalo de Confianca para a Diferenca de
Proporcoes de Populacoes
+ Distribui¢do da estatistica Z:
V Para amostras grandes:
P —Py— (p1— p2)

7 ~N(0,1)
\/m(l—m) 4 p2(i—pe)

n1 na

V entio:
P{*Z”/z <Z< Z,U‘z} =1l-a

vV Manipulando essas grandezas obtemos o intervalo de
100(1 — a)% de confianga para p, € p,.
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Intervalo de Confianca Aproximado para a
Diferenca de Proporcoes de Populacoes

- Se P, — p, forem as proporgdes amostrais em
duas amostras aleatérias e independentes, de
tamanhos n, e n,, que pertencam a uma categoria
de interesse.

V Intervalo com 100(1-0)% de confianga para p; — p,:
P1 _ﬁz_zu/Q\/%ﬁl)‘Fﬁqu—;ﬁﬂ <pp—p2 <

P pL(1—p po(1—p
D1 — P2+ Zap2 \/p1 mp]) + p—Z(n,pz)

sendo z,, o percentil superior com 0/2(100)% da normal
padrao
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Exemplo 10-15

« Mancais de eixos de manivelas de motores

V Caracteristica de interesse:
- Nao-conformidade de acabamento da superficie
vV Amostras:
- Grupo 1: Processo em uso
= n, = 85 mancais, dos quais 10 (X,) sdo ndo-conformes
- Grupo 2: Processo modificado
= n, = 85 mancais, dos quais 8 (X,) sdo ndo-conformes
V Obter estimativa intervalar, com 95% de confianca,
para a diferenca de propor¢ao de mancais defeituosos
produzidos pelos dois processos
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« Dados Amostrais: + Intervalo com 95% de confianga para p, — p,:

V Pacientes com melhora no quadro de depressdo
unipolar (apds 8 semanas)

P1— P2 — Za2 \/ﬁ—l(lim) + pp—“iﬁ” <pr—p2 <

ni

B — o+ Zaf2 \/ﬁl(}*ﬁl) + p2(1—p2)

Processo em uso Processo modificado 1 "2
n, X, n, X, 0,12 — 0,09 — 1, 96\/ 0.120088) 4 0.090090) < ) — py <
85 10 85 8 0,120,094+ 1, 96\/0,125%2.88) 4 0‘09522’91)
P o is: =2 —0,12
« Propor¢des amostrais: i1 = gz =0, 0,06 < p1 —pa < 0,12
8 . . ;
b2 =gz =0,09 V Baseado nos dados amostrais, parece improvavel que

modificagdo no processo de acabamento tenha
reduzido a propor¢do de mancais defeituosos:

- Intervalo de confianca inclui o zero.
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.
+ Saida:
Estatisticas | | Testand Cl for Two Proportions
descritivas smpis % ¥ Sampic s -
Teste Z
1 10 85 0,117647
\ 2 8 85 0,09%94118
Difsf =p (1) -p (2) .
Etimate for differcnce: 0.0235294 Resumo dos Procedimentos de
J s5% 1 for difference: (-0,0885074; 0,115%66) |
Test for difference = 0 (vs not = 0):| & = 0,50 P-value = 0,618 ] Inferéncia para Duas Amostras
IC 95% | Fisher's exact test: P-Value = 0,804 |

V Valor-p confirma conclusdo de ndo rejeitar H,.
V Zero pertence ao intervalo de confianga.

+ Nio h4 evidéncia amostral para rejeitar Hy: p; = p,.
V Teste exato de Fisher:

« p-valor maior! (nfo usa aproximagdo pela normal)
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Experimento Completamente
Aleatorizado e Analise de Variancia

Como Fazer com Mais de Duas Amostras

« Exemplo:
V Investigagdo sobre o efeito de diferentes métodos de
cura sobre a resisténcia média a compressio de concreto

— Fabricar vdrios corpos de prova de concreto usando cada um
dos métodos de cura

— Testar a resisténcia a compressio de cada espécime
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+ Que método de cura deveria ser usado para fornecer a
maxima resisténcia média a compressao?
V Se houvesse apenas dois métodos:
— Teste t para 2 amostras
- Fator de interesse: método de cura

— Niveis do fator: 2

v E se houver 5 métodos diferentes de cura?

Estatistica Aplicada & Engenharia 186
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 Técnica para comparacdo de médias de mais de
varias amostras:

v Andlise de varidncia (ANOVA)

V Aleatorizacio

Estatistica Aplicada & Engenharia 187
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Experimento Completamente Aleatorizado

- n « Experimento:
e Analise de Variancia

V Niveis de concentragio:
- 5%, 10%, 15% e 20%

« Exemplo: Fabricagdo de sacos de papel
V 6 corpos de prova para cada nivel de concentracdo

v Experimento para melhorar resisténcia a tragao

. oA ~ v Corpos de prova testados em ordem aleatéria
v Engenharia aponta que a resisténcia a tragio depende P p

da concentracdo de madeira de lei na polpa vV Experimento completamente aleatorizado, com um

V Faixa de interesse: unico fator a 4 niveis (tratamentos)
_ concentracdes de 5 a 20% « Cada tratamento tem 6 réplicas

+ Sao efetuadas 24 corridas
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« Aleatoriza¢io da ordem das 24 corridas: » Dados observados:

V Balanceamento do efeito de qualquer varidvel de V Resisténcia do papel & tragdo (psi)

perturbacio que possa influenciar a resisténcia a

~ Observagdes . .
tracao Concentracdo Totais Média
J 1 2 3 4 5 6
Ex.: 5% 7 8 15 11 9 10 60 10,00
- AqueCimentO da méqulna de teste 10% 12 17 13 18 19 15 94 15.67
- (quanto mais tempo a mdquina estiver ligada, maior a 15% 14 18 19 17 16 18 102 17.00
resisténcia observada) 20% 19 25 22 23 18 20| 127 2117

383 15,96
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25

Analise Grafica - Box-plot: E

g =

]

- E importante em experimentos planejados

Resisténcia & tragéo (psi)
5 %

« QGraficos:

v Box-plot ;
- Andlise bivariada entre uma varidvel continua e uma ) Concentrachode e de k1 (%) ’
varidvel categorica (fator) v Concentra¢do de madeira de lei exerce efeito sobre a
V Histograma resisténcia
- Forma da distribui¢@o da resposta em cada nivel do fator - Maiores concentragdes de madeira produzem maiores

resisténcias observadas

v Variabilidade nfio varia dramaticamente 3 medida
que concentragdo aumenta
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= Histogram of Resistencia
: . I
.  Histogramas: toms
hd BOX‘plOt. g 5 0 15 W B
2 5 10 S
Mgan 10

StDev 2,828
N €
10
Mesn 1567
StDev 2,805
N 1]

15 20 is

Resisténcia & tragdo (psi)
)

Mesn 17

3
StDev 1,789
2 N 1]
. »
5 10 15 20 L ';Y.D.: ;IS;;
Concentracio de madeira de kei (%) 0 w5

Frequency
e - N w

5 10 15 20 25

v Variabilidade dentro de um tratamento Resistencia

o Panel variable: Concentracao
(Within)

V Distribuigio da resisténcia a tensdo é razoavelmente

v Variabilidade entre tratamentos .. . N
simétrica, por nivel de concentracdo

(Between)

Estatistica Aplicada & Engenharia 194 Estatistica Aplicada & Engenharia 195
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Analise de Variancia

variavel aleatéria

« Suponha a niveis (tratamentos) de um unico
fator, cujas médias desejamos comparar

V A resposta para cada um dos tratamentos é uma

Dados Tipicos para um Experimento com
um Unico Fator

Observagdes . o
Tratamento Totais MéEdia
1 2 n
Yu Y2 o Ym y1. 1.
2 Yao Yo o+ Y 2. Yo.
a Ya Yo o Yam  Ye Ya-

Y. g..
y;i : J-ésima observag@o sujeita ao i-ésimo tratamento

y;.: total das observacdes sujeitas ao i-ésimo tratamento

Estatistica Aplicada & Engenharia 196

y_ : total global

Estatistica Aplicada & Engenharia

197

Modelo Linear Estatistico

Forma Alternativa do Modelo

Yij=p+r1ite; {
J=

V W: média global
(comum a todos os tratamentos)
V 1;: efeito do i-ésimo tratamento
(parametro associado ao tratamento)
v g;: componente do erro aleatorio

(normal com média zero e variincia 02)

Estatistica Aplicada & Engenharia

i= 1,2,...,a
1,2,....n

v Y varidvel aleatoria denotando a resposta da j-
ésima observag@o submetida ao i-ésimo tratamento.

Prof. Lupércio F. Bessegato

i= 1,2,...,a
Yi; = i + € e
= Ty {j: 1,2,....n
Pi =+ T

V 1,: média do i-ésimo tratamento

+ Consequéncia do modelo:

Vv Cada tratamento define uma populacdo que tem
média |
(média global mais um efeito)

Estatistica Aplicada & Engenharia 199
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- Populacdo de cada tratamento:

Yij = pi + €ij ~ N(pi, %)

AYAYATA
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Modelo para Experimento com um Unico
Fator

« Experimento completamente aleatorizado:
V Observagdes em ordem aleatéria

v Ambientes onde os tratamentos sdo usados tdAo
uniformes quanto possivel.

Estatistica Aplicada & Engenharia 201

Analise de Variancia

« Pode ser usada para testar a igualdade dos
efeitos dos tratamentos
v E uma técnica muito mais geral

+ Modelo de efeitos fixos:
V Efeitos definidos como desvios da média global

i’ﬂi =0
i=1

Estatistica Aplicada & Engenharia 202

Dados Tipicos para um Experimento com
um Unico Fator

Observagdes . o
Tratamento 5 Totais Média
.. n
Yu Yz o Y Y. Y.
2 Yar Yoo e+ Y y2. Yo.
a Yai Yo = Van Ya- Ya-
Y.. 7.

y;i : J-ésima observag@o sujeita ao i-ésimo tratamento
y;.: total das observacdes sujeitas ao i-ésimo tratamento

y_. : total global
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n a n
Yie =) Yii Y= D Ui
=1

i=1 j=n

?‘ q
ﬂ,:.:Ji.z':l,Q,...,a. .
n

N

2

y;i : J-ésima observagdo sujeita ao i-ésimo tratamento
y;.: total das observacdes sujeitas ao i-ésimo tratamento
y;: média das observagdes sujeitas ao i-ésimo tratamento
N: total de réplicas

N=an
y. : total global
y_ : média global
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Teste de Hipoéteses

« Interesse:

V Testar a igualdade das médias dos a tratamentos
- Hipéteses:

VHy1,=T,=...=17,=0

vV H,: T, # 0 para pelo menos um i

Estatistica Aplicada & Engenharia

- Se H,, for verdadeiro:
Yij = p+ ey ~ N, 0%)

VTodas as N observacdes sio tomadas de uma
distribui¢cdo normal com média [ e varidncia 02

Vv As mudangas nos niveis do fator ndo tem efeito na
resposta média

Estatistica Aplicada & Engenharia

Componentes da Variabilidade dos Dados
SQT = SQT&’atamentos + SQE

V SQq: soma quadritica total

V SQpaumentos: SOMa quadrdtica das diferengas entre as
médias dos tratamentos e a média global

- Mede a diferenca entre tratamentos
- (Between)

V SQg: soma quadrdtica das diferencas das observagdes
dentro de um tratamento em relacdo a média do
tratamento

- Podem ser devidas ao erro aleatdrio
- (Within)

Estatistica Aplicada & Engenharia
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Identidade da Soma Quadratica

a n

D) i) =n)y (G —5.)
i=1

Valores Esperados
E (SQTmtamcntos) — 0_2 + ”Z?:l Tz‘z

a—1 a—1

SQy. . (3 fo:
1 — P<Tratamentos | M : média quadratica dos
R‘[Cz"[\‘mamcntos - 1 QTratamentos q

a— tratamentos

 Se H,, for verdadeira:
V Nenhuma diferenga entre as médias (T, = 0)
V MQ1yaamentos € €stimador ndo viciado de 02,
« Se H, for verdadeira:

V MQ1yaamentos € €Stimard 0% mais um termo positivo

- Incorpora variacdo devido a diferenca sistemdtica nas
médias dos tratamentos

Estatistica Aplicada & Engenharia 209

i=1 j=1
a n
+ 30> (i — )
i=1 j=1
v Soma quadrdtica total: o _
q SQr=>_> (v —5.)°
i=1 j=1
V Soma quadrética dos o,
tratamentos SQTratamentos =n 2;(@/7 - 7:/)
=
a n
V Soma quadrética do erro:  SQg = Z Z(yij - i)’
i=1 j=1
E(SQg) = a(n—1)o?
MQg = SQg | MQg: média quadrdtica do erro

a(n —1)

« MQg € estimador ndo enviesado de 2.
V Independente de H, ser verdadeira ou ndo

Estatistica Aplicada & Engenharia
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Graus de Liberdade

« SQ:an—1 =N -1 graus de liberdade
* SQrratamentos: @ -1 graus de liberdade
« SQg: a(n — 1) graus de liberdade

VDentro de cada um dos a tratamentos existem
réplicas fornecendo n — 1 graus de liberdade, com os
quais se estima o erro experimental.

an—1=a—-1+a(n—1)

Estatistica Aplicada & Engenharia 211
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Estatistica de Teste

Suponha que cada uma das populagdes possa ser
modelada como uma distribui¢do normal

Se H,, for verdadeira

SQ ratamentos A
= TuLI . _ I\'IQTratamenLos ~F
0 (SQ_I) I\IQE (a—1),a(n—1)

V MQ1paamentos © €stimador ndo viciado de 2.
Se H, for falsa

V MQrratamentos > 0%

Rejeita-se H,, se a estatistica F,, for grande
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Teste de Hipoteses

« Hipoteses:
\/HO: Tl :Tzz vee :szo
vV H,: T, # 0 para pelo menos um i

. foti . MQ
Estatistica de teste: Fo = Tﬁ»gienms ~ Fla1)a(no1)

+ Critério de rejeigao:
\/ f0 > fa, a—1l,a(n-1)
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Formulas de Calculo

« Experimento completamente aleatorizado, com
amostras de tamanhos iguais em cada tratamento

a n 2
2 Y-
ST
i=1 j=1
a .2 2
SQratamentos = Z T—ZI, N
i=1

SQg = 5Qt — SQryatamentos =

Estatistica Aplicada & Engenharia 214

Tabela ANOVA — Experimento com um
Unico Fator

Fonte de Soma Graus de Média
Variagdo  Quadrdtica Liberdade Quadratica 0
Tratamentos  SQqyuamentos a—1 MOQ1aamentos  MQratamentos
Erro SQg a(n—1) MQg MQs
Total SQr an—1

- Rejeita-se H,, (médias de tratamentos iguais) se:
V> o s

Estatistica Aplicada & Engenharia 215
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Exemplo 5-14 « Experimento:
V Niveis de concentragio:
- 5%, 10%, 15% e 20%

« Fabricacdo de sacos de papel
V 6 corpos de prova para cada nivel de concentracdo

v Experimento para melhorar resisténcia a tragao

~ . . v Corpos de prova testados em ordem aleatéria
V Fator: concentragio de madeira de lei na polpa: P p

_ Niveis: 5, 10, 15 e 20% Vv Ijixperlmento co;np'letamente aleatorizado, com um
unico fator a 4 niveis (tratamentos)

V Objetivo: ‘
- Verificar associa¢@o entre concentracdo de madeira de lei + Cada tratamento tem 6 rephcas
na polpa e resisténcia a tragao « Sio efetuadas 24 corridas
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+ Resisténcia do papel a tragdo (psi):

e - Hipdteses:
V 6 réplicas por tratamento

\/HO:T1=T2=...=Ta:O

V Corpos de prova testados em ordem aleatéria .
vV H,: T, # 0 para pelo menos um i

v Dados observados: ) o
« Nivel de significancia:

Concentracio Observagdes Totais Média Vas= 0,01
1 2 3 4 5
5% 7 8§ 15 11 9 10 60 10,00
10% 12 17 13 18 19 15 94 15,67
15% 14 18 19 17 16 18 102 17,00
20% 19 25 22 23 18 20 127 21,17
383 15,96
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« Calculo das somas dos quadrados:

4 6 2 2222
P ; 9 5 (383)
SQr=>_Y v;- N (1) + (8)* + -+ (20)* - o1
i=1 j=1 :
= 512,96
s Cm? 2 (60)% 4 (94)2 4 (102)2 + (127)%  (383)2
QT]’EI(E\IIICII‘,OS - Z 7 - N - 6 - 24
i=1
= 382,79

SQp = SQ7 — SQuyatamentos = 512,96 — 382,79 = 130,17
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« Tabela ANOVA:

Fonte de Soma Graus de Média F
Variagdo  Quadrdtica Liberdade Quadratica 0
Tratamentos 382,79 3 127,60 19,61
Erro 130,17 20 6,51

Total 512,96 23

V £y =19,61 > fy01. 3,29 = 4,94. Rejeita-se H,,
v Conclusio:

- Concentracdo de madeira de lei na polpa afeta
significativamente a resisténcia a tragcdo do papel

Estatistica Aplicada & Engenharia 221

« Saida Minitab:

(o] y ANOVA: Resisténcia versus C.

Source DF S5 MS F 3
Concentragdo 3 382,79 127,60 19,61 0,000 Teste F
Error 20 130,17 6,51

[Toral 23 512,96
IC para as médias
|5 = 2,551 R-Sq = 74,62% R-Sg(adj) = 70,82%

Individual 95% CIs For Mean Based on Pooled StDev
Level N
6 [ )
10 3 (===t )
15 3 [ ]
20 6 21,167 2,639 [ )
8,0 12,0 16,0 20,0
Pooled StDev = 2,551 l
|—' \;\/130\17 5 551
— =L, 00
20

v P-valor real: 3,59x10-°

v Informacdes sobre cada nivel de concentragio de
madeira de lei
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Prof. Lupércio F. Bessegato

Experimento Completamente Aleatorizado
Desbalanceado

+ Planejamento desbalanceado:

V Niimero de observagdes sujeitas a cada tratamento é
diferente

V n;: observagdes sujeitas ao tratamento i,i=1, 2,..., a
V N: niimero total de observagdes

a
N = Z g
i=1

Estatistica Aplicada & Engenharia 223
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Planejamento Desbalanceado — Somas
Quadraticas

« Experimento completamente aleatorizado, com
amostras de tamanhos diferentes

a ng

2 Y
SQr =zzyij N

i=1 j=1

y?

a ij

SQ =y % _Z

Tratamentos s n; N
i=

SQE = SQT - SQTratamenLos .
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Quais Médias Diferem?

+ Quando rejeitamos Hy: T, =T, = ... = T,.
V Andlise de variancia indica se hd uma diferenca entre
as médias

V Ela ndo indica quais médias diferem

Estatistica Aplicada & Engenharia 226

Procedimento Grafico

« Suponha

V Médias observadas para os niveis dos fatores:#i; #2; - - - » o-

V Desvio-padrido de uma observacio individual: 7

V Erro padrio de cada média: \%
° Sep_lzp_zzmzp_a

Vv As médias observadas se comportariam como se
fossem observacdes retiradas ao acaso de uma
distribuicdo normal, com média Y e desvio-padrdo

+ S é desconhecido estimado por  /MQg.
V Esquematizar uma curva normal com largura 6,/ MQp.
n

+ Tentar ajustar a locacdo da curva de modo a
sugerir que todas as médias observadas sejam
tipicos valores aleatérias daquela distribui¢io
normal

« Esse procedimento é uma técnica grosseira

v Embora ilustrativo
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Exemplo

« Resisténcia a tracdo de sacos de papel:
V Desvio-padrio da distribui¢do normal:

‘3%:1;‘@:1704_
n 6

vV Médias da resisténcia 2 tragdo, em relagdo a
distribui¢dao normal

Nlm

1 23 4
. . . .

"] 5 10 15 20 25 30

Estatistica Aplicada & Engenharia

0 5 10 15 20 25 30
V' Nio ha localizagdo para a normal que sugira que todas
as 4 médias sejam tipicas
V Tratamento 4 (concentragdo 20%)
- Resisténcia média a tracdo mais alta que demais tratamentos
V Tratamento 1 (concentragdo 5%)
- Resisténcia média 4 tracdo menor que demais tratamentos
vV As médias dos tratamentos 2 € 3 (concentra¢des de 10%
e 15%) nao diferem

Estatistica Aplicada & Engenharia

Intervalo de Confianca para a Média do
Tratamento

wi=p+7,t=12,...,a.

« Considerando os erros normalmente distribuidos
2
- = o
/fﬂz’_Y;NN<Mi=;)
v Como 02 é desconhecido

Yi. — i

— ~ tyn—
\/@ (L(TL 1)
n
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T:

+ Intervalo com (1 — a) 100% de confianca para a
média do 1-ésimo tratamento
MQg MQy

n < pi Syt ta/‘Z,ct(ﬂ—]) n

i — ta/Z,a(n—])

Estatistica Aplicada & Engenharia

Prof. Lupércio F. Bessegato

50



Estatistica Aplicada a Engenharia

Exemplo Comparacoes Multiplas
« Intervalo de confianca de 95% para o tratamento
de concentragdo de madeira de lei a 20% V Encontrar  resultado  significante quando, em
74. = 21,167 realidade, as duas amostras vém de populacdes com
MQg = 6,51 mesma média.
to,025,20 = 2,086 v Um teste univariado, com a = 5%
i BEL - 95% de? regultfld(_) n§0 significante quando as médias
4. & 0,025.20 » } — [21: 167 4 2,086 : } populacionais sdo iguais
19,00 psi < py < 23,24 psi
V p: quantidade de comparagdes de pares de médias: Métodos de Comparacoes Multiplas

()

o . « Método de Fisher da minima diferenca
V p testes univariados (supostos independentes):

significante
Teste de Tukey

V Estatistica da amplitude studentizada

- 0,95P: probabilidade de se obter nenhum resultado
significante quando as médias populacionais sdo iguais.

-1 — 0,95P: probabilidade de pelo menos um teste
significante quando as médias populacionais sdo iguais.

-Se p =6, entdo 1 — 0,95° = 0,27 (se os testes forem Teste da amphtU—de mﬁltipla de Duncan

independentes) Teste de Newman-Keuls
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Método de Fisher da Minima Diferenca
Significativa
« Compara todos os pares de médias:
VHg: = Wy vs. Hys gy # g
Yi- — Y-

2MQg
s

vV O par de médias serd declarado significativamente
diferente se: |i. — ¥;.| > MDS

V Estatistica de teste: t; =

+ Regra de rejeicao:

vV MDS: minima diferenca significativa (experimento

desbalanceado):
MDS = tn/?.N—a
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Exemplo

+ Comparacgdo dos pares de médias dos tratamentos:
v Minima diferenga significativa:

a = 4 médias fom
MDS = t0,025,20 QRIQE
n==6 n
MQg = 6,51 — 9,086 f(2)(2,51)

t = 2,086
0,025,20 ) = 3,07

V Diferenga entre médias observadas maiores que 3,07:

- Diferenca significativa entre as médias dos tratamentos
correspondente.
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v Médias observadas dos tratamentos:
71. = 10,00 psi

fo. = 15,67 psi

y3. = 17,00 psi

Yq. = 21,17 psi

v Comparagdes dos pares de médias:

4vs. 1=21,17—- 10,00 = 11,17 psi > 3,07
4vs. 2=21,17 — 15,67 = 5,50 psi > 3,07
4vs. 3=21,17— 10,00 = 4, 17 psi > 3,07
Jvs. 1=17,00- 10,00 = 7,00 psi > 3,07
3vs. 2=17,00— 15,67 = 1,33 psi < 3,07
2 vs. 1=15,67 — 10,00 = 5,67 psi > 3,07
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« Valores observados de resisténcia a tracdo e
médias por nivel de concentracdo de madeira

Resisténcia & tragio (psi)

5 10 15 20
Concentragio (%)
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. .
0 5 10 15 20 25 psi

« Conclusdo:
V Existem diferencas significativas entre todos os
pares, exceto entre os tratamentos 2 e 3

. ~ . .
V10 e 15% de concentragdio de madeira de lei
produzem aproximadamente a mesma resisténcia a
tracao
odos os outros niveis de concentragcdo testados
V Tod t d t testad
produzem diferentes resisténcias a tracao.
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« Saida Minitab — MDS de Fisher

Grouping Information Using Fisher Method

Concentragic N Mean Grouping
20 6 21,167 &
15 6 17,000 B
10 6 15,667 B
5 6 10,000 c

feans that do mot share a letter are significantly different.

V Informagio de agrupamento das médias

- B: diferenga ndo significativa entre médias dos tratamentos
de 10 e de 15%
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Intervalo de Confianca para a Diferenca
nas Médias de Dois Tratamentos

« Estimador pontual de p;, — l: ¥, — V.
+ Erro padréo:
- = o2 o? 202
VVar (Ve = X5o) =50+ 20 =y 5
V Se usarmos MQE para estimarmos 0%
j.

Yo — Vi —(pi—mwy) .
M0, a(n—1)
V n
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T =

+ Intervalo com (1 — a) 100% de confianca para a
a diferenca nas médias de dois tratamentos ([, e

Hp)

Qg
B < — gy

Ui = ¥j- — taj2,a(n—1) n

2IMQg
mn

< Ui —Yje +Htay2an-1)
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Exemplo

+ Intervalo de confianga de 95% para a diferenca
nas médias [, e Hy:

{53» — 2. =+ t0,025,201/ %} = [17=00 — 15,67 + (2, 086) 2(62;)1)

—1,74 psi < ps — p2 < 4,40 psi
0 € [—1,74; 4,40]
Vv Nio h4 diferenga na resisténcia média a tragdo nos
tratamentos 2 e 3.
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+ Saida Minitab: Comparacdes de Fisher para os

Fisher 95% Individual Confidence Intervals
pares [R11 Pairwise Comparisons ameng Levels of Concentragdo

Taxa de erro da familia: 0,192

I Simultanecus confidence level = aﬂ,aagl

Concentragio = 5 subtracted from:

Concentragio Lower Cente
o

15 3,928 7,000 072
20 8,084 11,167 14,2

Concentragdo = 10 subtracted from:

0 € [~1,739;4,406]

louer Concer Tpper
s -1,73% 1,333 4,406 [E—— )
Z0 Z. 3,500 E, 572 [— )

Concentragdo = 15 subtracted from:

Concentragdc Lower Center Upper
20 1 4,167 7,239 [t )

V Intervalos de confianga para todos os pares de
médias de tratamento
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» Taxa de erro da familia: 0,192
V P{ndo haver erro tipo I nas 6 comparacdes} = 0,808

V Minitab permite especificar uma taxa de erro da
familia e entdo calcular uma taxa individual de erro
para cada comparacio
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Analise Residual e Verificacao do Modelo

« Suposicdes do modelo devem ser verificadas:

V Observacdes  independentes e  normalmente
distribuidas
vV Mesma variancia para cada tratamento

« Verificac@o por meio de exame dos residuos

Estatistica Aplicada & Engenharia
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Residuo . .
« Exemplo: Residuos  ¢€ij = ¥ij — ¥i-

+ Diferenca entre uma uma observacdo y; e seu

Observagoes .
valor estimado ou ajustado a partir do modelo Concentragio — ——————— —— .~ Média
estatistico 5%  -3,00 2,00 500 1,00 -1,00 0,00 10,00

i= 1.2....a 10%  -3,67 133 267 233 333 —0.67 1567
€ij = Yij — Uij {j_ 1:2’“__,” 15% -3,00 1,00 2,00 000 -1,00 1,00 17,00
20%  -217 383 083 183 3,17 1,17 21,17

V para o experimento completamente aleatorizado
vV O uso da média observada do tratamento i remove

Yij = Yie _ - ) :
dos dados o efeito da concentra¢do de madeira de lei

v e cada residuo é:

- _ V Os residuos contém informagdo sobre a variabilidade
Cij = Yij — Yi-

ndo explicada
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Verificacdo de Suposicoes « Exemplo: verifica¢do normalidade dos residuos

Grafico de Probabilidade Normal
(resposta: Resisténcia a tragio)

]

+ Suposicdo de normalidade:

V Verificada pela construgio de grifico de
probabilidade normal

EEs8838 8 %

Porcentagem

V Residuos aparentam ser normalmente distribuidos
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Suposicao de Independéncia

« Plotar os residuos contra o tempo ou a ordem da
corrida na qual o experimento tenha sido feito
Vv Padrio de comportamento pode indicar a ndo
independéncia das observacdes
- Ex.: sequéncia de residuos positivos
V Indicagido que o tempo (ou a ordem das corridas é
importante

- Varidveis que variam com o tempo sdo importantes € nao
foram incluidas no planejamento

+ Informacdes nem sempre disponiveis
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Suposicao de Homocedasticidade

« Plotar e comparar dispersdao dos residuos contra
os niveis do fator

« Variabilidade dos residuos ndo deve depender de
maneira alguma do valor de y;_

V Aparecimento de padrdo de comportamento sugere
necessidade de transformacdo dos dados
— Analisar os dados sob uma métrica diferente
(transformacgio log y ou \/;)
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« Exemplo: residuos vs. niveis do fator:

Residuos

. .
.

A b M Ao - mow s ow
.
.

s 10 15 20
Concentragdio (%)

V Gréfico ndo revela qualquer inadequagio do modelo
ou problema nao usual com as suposic¢des
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» Plotar os residuos contra a média observada de cada
tratamento (valor ajustado):
VE importante a dependéncia da dispersio dos
residuos com o valor ajustado (média observada y; )

- Pode ser desejdvel selecionar o nivel do fator que resulta
na resposta maxima, no entanto, esse nivel pode também
causar mais variabilidade na resposta
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« Exemplo: residuos vs. valor ajustado:

5
4 .
' .
-
2 Y . n .
EI . . Referéncias
& 0
14 e ¢ . .
B -2 . ) .
7. =10,00 G2 =15,67« | §3=17,00 gl_;m.l?
ap *
10 12 14 16 18 20 22
Valor ajustado

V Gréfico nfo revela qualquer inadequagdo do modelo
ou problema nao usual com as suposi¢des
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