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Introducgéo

Populagéo e Amostra

- Populacéo:
v Conjunto de elementos que apresentam pelo me
uma caracteristica em comum

- Populacéo Alvo:
Vv Populacdo de interesse da pesquisa
« Amostra:
v Qualquer subconjunto néo vazio da populagdo
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Técnicas de Amostragem

- Procedimento a ser adotado na selecao do
elementos da amostra

- O principal objetivo central é obter uma
amostra representativa

v Amostra que representa toda a populacdo da
melhor maneira possivel

- Arepresentatividade depende de:
Vv Metodologia adotada para selecdo da amostra
v Tamanho da amostra

Problema Fundamental da Estatistica

A partir da observacéo de amostras, CO
podemos tirar CONCLUSOES sobre

MO

POPULACAO ?

Planejando um Experimento

Identificar seu objetivo

Coletar dados amostrais

Usar procedimento aleat6rio para evitar vicio
Analisar dados e tirar conclusdes




Erro Amostral

- Diferenca entre um resultado amostral e
verdadeiro resultado populacional

V sdo resultantes de flutuagées amostrais aleatérias.

Inferéncia Estatistica

« Definicao:
Vv Procedimentos  generalizar  caracteristicas
populagéo a partir da informacédo contida na amostr
- Baseia-se na Teoria de Probabilidades
. Areas:
V Estimacéo de parametros
V Testes de hipoéteses.

de

Erro Nao—amostral

« Incorrecdo na coleta, registro ou analise
dados amostrais
vV EX.
- Coleta tendenciosa de amostra
- Utilizac¢&o de instrumento descalibrado
- Registro incorreto de dados amostrais

Estimacéo de Parametros

- Estimacé&o Pontual

- Estimacéo Intervalar
V Intervalos de Confianca




Teste de Hipoteses Conceitos Fundamentais

- Hipétese: - Amostra aleatoria:
V Afirmacéo (alegacéo) sobre caracteristica populaciopal V As variaveis aleatérias X X,, ..., X, sd@o uma
amostra aleatéria de tamanhgse:
. Teste de Hip6teses: - Foremindependentes N
. B . . - Cada X tiver mesma distribuicao de probabilidades
Vv Procedimento padrdo para se testar uma afirmdtiva
sobre caracteristica populacional

- Parametro: - Estatistica:
v Quantidades de interesse da populagéo v Qualquer funcdo da amostra que nido dependalde
v Em geral, desconhecidas parametros desconhecidos
- Média de uma populacag) Vv Exemplo : Algumas estatisticas da amostra aleatdria
- Desvio-padrdo de uma populaca) ( X Xoy oy Xy
Vv Representadas por letras gregas Xy = min(Xy, Xy, ..., X))

Vv Notacéo para estimador qualquer:

Xy = Max(Xy, Xp, .o %)




« Distribuicdo amostral:
V Distribuicédo de probabilidades de uma estatistica

Vv Exemplo:
- Distribuicdo amostral da média
- Parametros da distribuicdo amostral da média

E(Xn):/ux

Oy

Var(X, )=
n

- Espaco paramétric@|
v Conjunto em gque o parametédtoma valores
Vv Exemplo: Seja a amostra aleatorig, X,, ..., X, da
variavel X ~ N, ¢?)
- Seg?=1, entdd = | é o parametro desconhecido e
0 ={}, o <p<x}
- Sep =0, entdd = g2 é o parametro desconhecido e
0 ={0? 0?> 0}

- Estimador dé)
Vv Qualquer estatistica que assuma valoresem
v Notagéo%
Vv Exemplo:

Alguns estimadores para a mégiae uma populacao
- Média da amostra

- Mediana da amostra

- Xy

- Etc.

- Estimativa de parametro populacional:

v é um valor especifico, ou um intervalo de valore
usado para estimar parametro populacional

- Estimativa pontual:
N
v é um Unico valor numérico de uma estatisfica
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Teorema Central do Limite

- Comentarios:
Vv A aproximacdo normal para a média amostial
depende do tamanho da amostra

v Com populacédo continua, unimodal e simétrica, pa
maioria dos casos, o TCL trabalha bem para
pequenas amostras (n =4, 5).

v Em muitos casos de interesse pratico, a aproximag¢ao
normal seré satisfatdria parar80
VvV Se n < 30, o TCL funcionara se a distribuicdo da
populagdo néo for muito diferente da normal

Teorema Central do Limite

- Seja X, X,, ..., X, uma amostra aleatoria d
tamanhon de uma populagéo (finita ou infinita)
com médigu e variancia finitao?. Entao

—X""; £ oN,1)

n

Z =

quando n— .

U

Exemplo — Simulacéo

- Populagéo exponencial com média 1:
VA=1
v Geracdo de 10.000 valores dessa populacdo
v Amostra de tamanho hE 1)




Amostra n =1

Histogram of amostra

2 > mean(amostra); sd(amostra)
[1] 0.9990838
z [1] 1.010478
& <

amostra

« Amostran=2

Histogram of media_n

w | — > mean(media_n); sd(media_n)
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Exemplo — Simulacéo

« Populagdo com densidade em U:
Vf(x) =12 (x—0,5%
v Geracdo de 10.000 valores dessa populacdo
v Amostra de tamanho hE 1)




Density

« Amostran =1

Histogram of amostra

I
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media_n

Histogram of media_n

B

padrao 0.2742383 0.1957755 0.1221512 0.0859901

n=10

|

r T T T T 1 r T T T T 1
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

Density
012345
I Y |
: i

media_n media_n

Comparacao de Populagctes

- Considere duas populagoes:
v Populagédo 1: médip, e varianciao,?
vV Populagéo 2: médip, e varianciao,?
- Amostras aleatorias das duas popula¢cbes?
v Amostra da populacéo 1 de tamanrlo)_vtl1
v Amostra da populacéo 2 de tamanr}o)ﬁ2

Caso 1: As duas populacdes sdo normais
Vv Distribuicdo amostral da diferenca

X1 — X2 ~ N(pair, 05¢)

Vv Média da diferenca de médias amostrais:

par=E[X1 - Xo) =E[Xi] ~E[Xa] =1 — peo

V Variancia da diferenca de médias amostrais:
_ _ _ _ U‘J Gz

rrfm = Var [X1 - X-_)_} = Var [Xl] + Var [X«g] =142
n na




Distribuicdo Amostral Aproximada de

- Caso 2: populagbes ndo normais com tamanhos : Ly :
popuiag Diferenca de Médias Amostrais

amostrais maiores que 30

vV Pode-se usar o TCL para aproximar a distribuicgio . Suponha:

amostral da diferenca: v Duas populagdes independentes, com méajasil,

e varianciags;? e 0,2
v Amostras aleatdrias independentes de tamanhes
n, dessas populagdes

7 — Xl,n.l - XQ,Hg - Q“l - I"’Q) ~ N(

0,1)

2

se as condi¢Bes do TCL se aplicarem

-

Exemplo — Vida de Motor

- Motor de turbina de aeronave a jato

V Vida de componente é variavel aleatéria com média
5000 h e desvio-padrdo 40 horas

v Melhoria no componente: média 5050 h e desvip- Estimacéao Pontual — Conceitos
padréo 30 horas

v Suponha amostra dg A 16 componente do process
antigo e n = 25 do processo aprimorado

- Qual a probabilidade de que a diferenca das

média amostrais seja no minimo 25 horas?

|




Propriedades de um Estimador

- Alguma propriedades importantes:
V Vicio
V Consisténcia
V Eficiéncia

- Exemplos:

Vv A média amostral é ndo viciada para estimar a mé
verdadeira (populacional):

E(‘}?u ) = -uX

v X, (primeiro item coletado da amostra) é néo viciad
para estimar a verdadeira média

E(Xl):/u_i'

Li

a

(0]

Vicio

. Vicio dg\ um e/\stimador:
V Vicio(6) = E[6] — 6

- Um estimado® é nao viciado (ndo viesado, nap
tendencioso) para um paramefrse EP] = 6

- A esperanca de um estimador esta relacionada
com suaexatidado

- A variancia amostral é ndo viciada para estimar
a variancia populacionab¢)?
1

E[$%] = ZE (X - )]

n—1 -

n

:'rtilE[Z(Xi_”+#‘_X)2:|

i=1

1 n )
771*1]'3 |:Z(X,JU,)

=1
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Variancia de Estimador
Estimador de Variancia Minima

N AN . ~ .«
+ 8, €0, estimadores ndo-viciados ée

V Variancias diferentes . Se considerarmos todos os estimadores n@o-

tendenciosos de, aquele com a menor variancia
serad chamado destimador ndo-tendencioso de
variancia minima
V Esse estimador é o mais provavel, dentre todos|os
nao-viciados, para produzir uma estimativa que sgja
préxima do valor verdadeiro

N\ N
V Var(9,) < Var(®,)
- E mais provavel qued; produza uma estimativa maig
préxima do valor verdadeiro d

Erro Padrao V Se o erro-padréo envolver parametros desconhecifdos
gue possam ser estimados, entdo a substituigdo

dagueles valores produz um erro-padréo estimado
a

N
+ O erro padréo de um estimad®e o seu desvio- - Exemplo: O erro padrdo da média amostray ;. —
padréo. NG
R - Se nao conhecermos s, mas substituimos pelo desyio-
7=\ Var M padrédo amostral, entdo o erro-padrdo amostral estimadg da
média amostral & . _ s
. X N

Vv O erro padrdo (ou da variancia) do estimador e$ta
relacionada com syarecisédo




v Quando o estimador seguir uma distribuicdo norn
podemos estar confiantes que o valor verdadeirg
parametro estard entre dois erros-padréo
estimativa

- Para grandes valores de n este é um resultado util

Vv Nos casos em que o estimador é nédo-viciado e

normalmente distribuido

- Estimativa do parametro, em no maximo 6% das vezes
desviara do valor verdadeiro tanto quanto 4 erros-padrd

al,
do
da

, Sé

o

Consisténcia

« Um estimador/é € consistente se a medida e
gue o tamanho amostral aumenta, seu v4g
esperado converge para o parametro de interg
e sua variancia converge para zero.

v O estimador é consistente : lim E [9] —g e

n—roo
lim Var [é] =0
n—oc

v Consisténcia € uma propriedade assintética (gran
amostras)

m
lor
b SSe

Hes

« Quadro comparativo:

0©©

PRECISAO: NAO PRECISAO: SIM
EXATIDAQ: SIM EXATIDAQ: SIM

PRECISAO: NAO PRECISAO: SIM
EXATIDAO: NAO EXATIDAO: NAO

- Exemplos:

Vv A média amostral é consistente para estimar a mé
verdadeira

Vv O primeiro item coletado da amostra ndo
consistente para estimar a média populacional.

dia

12



Erro Quadratico Médio

N
O erro quadratico médio de um estimadobdo
parametrd® é definido como:

EQM [9} _F [é - 9]2
EQM - Vicio e erro-padréo
EQM[f] = E[§ — E(8)* + [0 — E(6))*
= Var[f] + [Vicio(6)]?

O EQM é um critério importante para compar
dois estimadores

Estimador 6timo dé:

Vv Tem EQM menor ou igual ao EQM de qualqus
outro estimador, para todos os valorefde

v Estimadores 6timos raramente existem

=

V Estimadores tendenciosos podem ser preferive
estimadores nao-tendenciosos se tiverem EQM mg

8 E(8,)

V Estimativa baseada eléi estaria provavelmente ma
proxima do valor verdadeiro do que a basead®em

S a
nor

EQM de Estimadores Nao-viciados

N
- No caso em qu® € um estimador néo viciadd
para um parametr@, entao:

EQM(4] = Var[d] + [Vicio(6)]?
= Var[f]

13



Eficiéncia

- Dados dois estimadore;, e 6,, ndo viciados
para um parametr®, dizemos qued; € mais
eficiente qued, se Varp,] < Var[0,].

- Exemplo:

Vv No caso de amostra proveniente de distribuicfio

Normal.

- Média amostral e mediana amostral sdo nao viciadas para
estimar a média populacional

EX|=p e E{)ﬁ(] =pu

- Média amostral e mediana amostral sdo consistentes para

estimar a média verdadeira

0

2 2
— a ~ T

Var [X] =— € Var [X} =
n 2n

- A média amostral € mais eficiente que a mediana amosiral

para estimar a média populacional

Métodos de Estimag&o Pontual

Métodos para Obtencéo de Estimadores

« Obtencao de bons estimadores:

Vv As propriedades de estimadores ndo nos orientam
sobre como construi-los

- Métodos para obtencéo de estimadores pontuais:
v Método dos Momentos

Vv Método da Maxima Verossimilhanca

14



Método dos Momentos

- ldeia geral:
Vlgualar os momentos da populacdo (definidos g¢m

termos de esperancas) aos corresponderntes

momentos da amostra

v Os momentos da populacdo sédo funcdes |de
parametros desconhecidos

Vv Essas equacdes sdo resolvidas de modo a se dbter

estimadores dos parametros desconhecidos

Estimadores de Momento

- Seja uma amostra aleatoria de fungcdo (de
probabilidade (ou de densidade de
probabilidade) conm parametros desconhecidgs
0,6, ....0,. o )

Vv Os estimadores de momen®, 6,, ..., 6, séo
encontrados igualando @s primeiros momentos dal
populagcdo aom primeiros momentos da amostra

Vv Os estimadores serdo a solucdo das equagdes
resultantes

Momentos

- Seja X, X,, ..., X, uma amostra aleatoria di
populacdo com distribuicdo de probabilidad
expressa por f(x) (funcdo de probabilidade, se
for discreta ou funcdo de densidade ¢
probabilidades, se X for continua)
Vv k-ésimo momento populacionalE[X*|

1o ok
V k-ésimo momento da amostra gZXr‘
i=1
comk=1,2,...

A\Y”4

D
(2]

e

Exemplo

- Estimador de momentos da distribuicé
exponencial
VEXX) = A e x>0
E(X) = 1A
1° momento da amostra: X

1

A

logo

X

p
Il
i =

0]

15



Exemplo

« Tempo de falha de mddulo eletrénico de motor

v Amostra:
-n=8
- (11,96; 5,03; 67,40; 16,07; 31,50; 7,73; 11,10; 22,38)
- Média amostral: 21,65

- Estimativa de momento de )\ = LN 0,0462
21,65

Estimador de Momento da Gama

- Amostra aleatéria oriunda de populacdo normgl,

com parametros r &. Elx] = L
v Momentos da gama: A
Bix? r(r+1)
[X ] = /\‘2
ro_ b

v Estimador de momentc e 1
.r -,w + _ 1 2
A2 n Z X

Estimador de Momento da Normal

- Amostra aleatéria oriunda de populagdo norm
com parametrog e o2
V Momentos da normal: ") =

n=2X
v Estimador de momento Lo
;12 +ol== 12
n 4
i=1
=X
nox2_ ., (l n X»)'-? n (X _ X—)J
(3_2 — i=1 i "\ n i=1“*1 i=1 K

n n

al,

Exemplo

- Continuacao exemplo 7.6 — Tempos de falha
X =21,65

8
> X7?=6645,43

21, 65)2
S L)
16645, 43 — (21,65)
A 21,65
A= 2 —0,0598

$6645,43 — (21,65)2

v r € um pouco maior que 1

v E bem possivel que a distribuicio gama ou exponen
fornegca um modelo razoavel para os dados

ial

16



Método da Maxima Verossimilhanca

- Exemplo de Motivagéo:
vV Dados oriundos de populagdo binomial co
parametros 10 eyp
po: constante e desconhecido
Funcéo de probabilidade de X:

flaipo) =P(X =) = (ll(.));l)é(l —po)!"
Observa-se X =3
v Objetivo:

- Basear-se no dado disponivel para estimar o va
verdadeiro do parametro

m

or

Principio da Maxima Verossimilhanca

- Devemos usar como nossa estimativa de p(
valor de p que fak(p; 3) o maior possivel

|

025
1

Toma-se o valor do parametr
gue torna mais provavel o da
observado

020
I

015
1

(0]

Verossimilhanga

0.10
1

0.05
1

000
|
\

00 02 04 06 08 10

10

P(X =3) = f(3;0,3) = (3 )(0.3)-“(0.7)7 ~ 0,267

- N&o conhecemosy,pmas podemos considerar
cenario em p= Y.
Vv Sob esta particular condicdo, a probabilidade
gerar o dado que realmente observamos (X = 3) é:

10

P(X =3) = f(3;0,5) = (3)(0,5)?‘(0, 5)7 &~ 0,117

- Podemos calcular esta probabilidade sob
condicao que p=p

‘ 103 3 7
23 = 'y )P -pope 0.0

VEssa funcdo ¢é
verossimilhanca e denotamos phdqp; 3)

denominada funcdo de

Funcéo de Log-Verossimilhanca

- Como o log € uma funcéo crescente, o valopds
que maximizal(p; 3) € 0 mesmo que maximiz:
log L(p; 3)

Vv Em geral, é conveniente maximizar lagp; 3) ao
invés delL(p; 3)

Vv Assim, em nosso exemplo, a funcdo de lo
verossimilhanca é definida como:

I(p;3) ™ L(p;3)

1
=3Inp+ Tlog(l —p) +1n (30)

174

=

17



Log-verossimilhan¢a
-20 1 -10
1

25

T
00 02 04 08 08 10

P

I(p;3)3Inp + 7TIn(1l —p) + In (13?)

- A estimativa é determinada pelo valor de X

Vv Se tivéssemos observado X = Kk, terifamos

estimativa ;_ %
=10

« Em nosso exemplo, o estimador de maxin
verossimilhanca é?
X

17=E

em que a derivada é zero

0= gl(p; 3)
op

Log-verossimilhanga
1
1

Funcéo de Verossimilhanca — Definicao

« Suponha X wuma variavel aleatoria con
distribuicdo de probabilidades f(®), em qued
€ um unico parametro desconhecido.

aleatoria de tamanho n.
V A funcéo de verossimilhanca da amostra é:

L(O;x1,m0,. .. xp) = fa1;0) f(z2;0) ... f(x;0)

v O ponto critico da funcdo é um ponto no dominio de

v Sejam %, X,, ..., X, 0s valores observados de amostfa

18



Estimador de Maxima Verossimilhanca

- O estimador de maxima verossimilhanca (EM
de 6 € o valor® que maximiza a funcdo dg
verossimilhanca L x)

L(#;x) = L(o;

(6;x) = max L(6; x)

Vv No caso discreto, o EMV é um estimador qy
maximiza a probabilidade de ocorréncia dos valor
da amostra

« Funcao de verossimilhanca da amostra

L(p;x) = p (1= p) 75172 (1= p) 772 p™ (1 = p) '

n
= Hp"" (1- p)]f""
=1

— pZ:':. J‘!(l _ I))ZZLIU—J‘J
S » BRI >

« Funcao de log-verossimilhanca

n

I(p;x) = Z x;In(p) + (u - Z.L,) In(1 —p)
i=1

i=1

Exemplo — Distribuic&do de Bernoulli

- Seja X uma variavel aleatéria de Bernoulli

Vv Funcéo de probabilidade:
L prri=ptT Lz =01
flwip) = {U , caso contrario

p é o parametro desconhecido a ser estimado

- Derivada da funcao de log-verossimilhanca:
@ o n- Yy

U'(pix) =
P I-p

- Estimativa de méaxima verossimilhanca da
amostrax:

Lﬂl T n— :%1 Zi _q p— Yo

P 1-p n

- Estimador de maxima verossimilhanca para
amostras de Bernoulli 5= X

V Proporcéo de sucessos na amostra

I'(p;x) =

19



Log-verossimilhanga

Exemplo

« Bernoullicom parametro n desconhecido
VDuas amostras den=20¢y "z, =8 Y a; =11
i=1

| i=1
T \\ : Pontos de maxima verossimilharf
w . correspondentes a proporgéo de
' sucessos de cada amostra
© |
- . 8
= P = 2_0 0,40
® 11
7 Py = . — =44
o | nes0 p2_20_(),ao
! —— 8 sucessos
sd - 11 sucessos
! T T T T T T
02 0.3 04 05 06 07

Log-verossimilhanga

< \ o

v . &4

w

o @
2

Log-verossimilhanga
3
L

2 / n=20 $ 4 n= 4
— Bsucessos — 16 sucessos
S 4 11 sucessos 24 - 22 SUCess0s
! T T T T T T ' T T T T T T
02 03 04 05 06 07 02 03 04 05 06 07
P P

vV As curvas  crescem
acentuadamente nas proximidades dos pontos
maximo na amostra maior (n = 40)

- Variancia do EMV é menor para amostras maiores)

(decrescem) majs

de

Log-verossimilhanga

20 20
v Duas amostras de n= 40 CY a=16 Y =22

i=1 i=1

Pontos de maxima verossimilhar]
correspondentes a proporgéo de|
sucessos de cada amostra

i 16

s = — = 0,40
§ =1

2 22

7 P2 = E = 0, 55
. — 16 sucessos

g - e 22 SUCeSS0S

T T T T T T
02 03 0.4 05 06 07

- Amostragem industrial pode ser modelada cor
amostras de variavel aleatéria de Bernoulli:
V n itens selecionados ao acaso de linha de produca
V Variavel Aleatoria:
X = {1 , item classificado como nao conforme
0 , caso contrario

V Estatistica de teste:

n
E x;: quantidade de itens ndo conformes na amostra
i=1

p: proporgao de itens nao conformes na amostra

nNo

o
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Exemplo — Distribuicdo Exponencial

- Seja X uma variavel aleatoria exponencial
Vv Funcéo de densidade de probabilidade:

Flas\) = {AC_)‘“' ,x >0

0 , caso contrario

A é o parametro desconhecido a ser estimado

- Derivada da funcéo de log-verossimilhanca:

n
n

es) = L = .
I'(Ax) = {)A[(A"x)_ By izl.z,
- Estimativa de méaxima verossimilhanca
amostrax:

n

i 72711 e ;\:”—
I'(\x) = 3 IZ:;.L,—O T

¢

- Estimador de maxima verossimilhanca para

amostras exponenciais i = %

Vv O EMV da exponencial é igual a seu estimador
momentos

e

- Funcao de verossimilhanca da amostra

L(\;x) = A D Ve T P

n
i=1

= A\ Yo

- Funcéo de log-verossimilhanca

n
I(A;x) =nln(X) — A Z:r:,-
i=1

Exemplo

+ (Continuagéo Ex. 7.6)
Vv Tempo de falha de médulo eletrénico de motor
v Amostra:
-n=8
-(11,96; 5,03; 67,40; 16,07; 31,50; 7,73; 11,10; 22,38)
- Médiaamostral: 21,65 ¥ — 21 65
- Estimativa de maxima verossimilhangaxie

N 1
A= = 0,0462
21,65 0,046
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Log-verossimilhanga

« Funcao de log-verossimilhanca da amostra

= n=8

-32.60

-3262
I

Fungéo atinge maximo
parar=0,0462

-3264

-3266

-3268

T T T T T T T
0.040 0042 0044 0046 0048 0050 0052

v Funcéo é relativamente plana na regido do maximg
- Parametro néo é estimado muito precisamente

Log-verossimilhanga

- Comparacéao exponenciais:

Vv Curvas das diferencas de log-verossimilhangca com| o
maximo em cada tamanho amostral
v Mantida mesma média amostral de 21,65
g \ n | 1)
' 8 -32,599
N 20 | -81,497
40 | —-162,994
“ Inclinagdo da curva de log-
verossimilhanga acentua-se cpm
;. 7 aumento da amostra.
— n=8
. new Picos acentuados = maipr

precisédo na estimagdo

T T T T T T T
0040 0042 0044 0046 0048 0050 0052

s

Exemplo — Distribuicdo Normal

« Seja X uma variavel aleatéria normal
v Funcéo de probabilidade:
1

*_—u)Q
aV/2r

flzip, o) = e 205
V SituacGes de estimacédo dos parametros:
- 1 é desconhecido@? é conhecido
- 1 ea? sdo desconhecidos

- Funcéo de verossimilhanca da amostra
Vv 1 desconhecida @2 conhecido

n 2
o2 x) = L -5(%5%)
L(j; 0%, %) Eﬂme 2

I R Sy Cen

(2702)%

- Funcéo de log-verossimilhanca
Hp; 0%, x) = f% In(270?) — (262)7} ;(.zr,; —p)?
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- Derivada da funcéo de log-verossimilhanca:

n

(s 0%, %) = B%I(.u; 0%, x) = —(20%)7(=2) Y _(zi — p)

i=1
n

= ()7 Y-

. i=1 .
« Estimativa de maxima verossimiihanca da
amostrax:

n

Vizo2x) = (@)Y (@m—) =0, _ Xiadi
i=1 n

- Estimador de maxima verossimilhanca da méd
verdadeira para amostras normais
=X

a

- Derivadas parciais da log-verossimilhanca:

P ‘ . n
é)—ﬂl(ﬂ- o%x) = —(20%)71(=2) Y (i — )

i=1

- Funcgéo de verossimilhanca da amostra
Vv 1 e 02 desconhecidos

2.4 — 1 -3(%)
L(j, 0%;%) il;[lrf\/ﬂe 2

- Funcéo de log-verossimilhanca

n

Up, o2 %) = —% In(270?) — (202)7" Z(I, —p)?
i=1

- Estimativas de maxima verossimilhanca ¢
amostrax:

a - no
(i, 6% %) = (607 (@i — ) =0 = iz O

i=1

d ) 1 1 S n\2
?I(H’!U Jx) = @ —-n + ﬁ Z(({fi - ,U) =0
i=1

iy (@i — )

n

=
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- Estimador de maxima verossimilhanca da mé
e variancias verdadeiras para amostras norma|

p=X

2 _ i (Xi = X)?

a
n

v O EMV da variancia amostral é viciado para
variancia verdadeira

==

Estimador de Maxima Verossimilhanca -
Propriedades

- Sob condicOes gerais e nao-restritivas, quar
uma amostra de tamanimafor grande e s@ for
um EMV do parametr®, entédo:

v /6\) € um estimador consistente

- Assintoticamente nédo viciado
v A variancia deﬁ € assintoticamente eficiente
v 0 tem distribuicdo assintoticamente normal

a
S

do

Comentarios

- Para usar a estimagcdo de
verossimilhanca, a distribuicdo da populag
tem de ser conhecida ou suposta

maxima

DT

0]

- Em geral, o método da maxima verossimilhanga

produz estimadores com boas propriedad
estatisticas

v Tém boas propriedades assintéticas dos estimador
V (séo consistentes e assintoticamente eficientes)

es

Propriedade da Invariancia

N
- Sejab um estimador de maxima verossimilhang

de®.

VEntdo o EMV de qualquer fungéo @)( desse
parametro é a mesma funca®h¢lo estimadoB

« No caso da distribuicdo normal
VOEMVdeoé . _ /5_ {Z.:':l(xi - X)T v

n

Vv O EMV deo néo é o desvio-padrdo amostral S
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Complicacbes no Uso da Estimacéo de
Méaxima Verossimilhanca

« Nem sempre é simples maximizar a funcéo e

verossimilhanca
- Pode ndo ser possivel utilizar diretamente
métodos de calculo para determinar 0 maximo

de L(®; x)

« Funcao de verossimilhanca da amostra

Al argn] A1
L. 1 — 1 %7)\.1'1 2 ?—/\J:g'” n .J’—)\.r“
(A rix) = e OB OB

J;:]

—A,i‘*

n r—1
( ) AP w (Hm‘)
i=1

« Funcao de log-verossimilhanca

(A r;x) =nrin(A) — nin(T( (r—1) Zln ,\Z:r,-
i=1

- Seja X uma variavel aleatoria exponencial

Exemplo — Distribuicdo Gama

Vv Funcéo de densidade de probabilidade:

PR v
S ,x>0
flz;r, A) = I'(r)
0 , caso contrario

r e A sdo os parametros desconhecidos a serem estimado!

v Funcédo gama: r(r):/ y eV dy
J0

- Derivadas da func;éo de log-verossimilhanca:
Bl
)AI( Z”
0 n[" (r)
)—i(/\ rix) = nln(A) +Zln(1 o
- Estimativa de maxima verossimilhan(;a

amostrax:

n

nr

— =Y ;=0 P —
A= l izt T

. n nr,
11 In(z;) =
n n()\)+; n(z;) TG

Vv Né&o ha solucéo exata para essas equacdes

C

25



Aplicacéo

« Método Lincoln-Peterson de Marcacao e Recapt
v Objetivo: estimar tamanho de populagdo de animais
V Variaveis:

- t: nimero de animais capturados e marcados

- k: nimero de animais recapturados

- r: nUmero de animais marcados que sao recapturados

- N: populagéo total (desconhecida)
v Os valores t e k sdo fixos (nédo séo aleatérios)

Sao determinados no planejamento do estudo
v r: observacdo amostral (pode variar)

- Desenvolvimento razdo de verossimilhancas:
A1)

L) Y
LN -Lr) @) (h )
(%
_ (N =t—kF7))! (kT
Gt TNtk T g ey

)

- Funcao de verossimilhanca da amostra
()
()
« O espaco paramétrico sao os inteiros positivos
Vv Néo se pode usar Célculo

- Razdo de verossimilhanca para sucessi

valores da populacéo total
L(N;r)

V' N é mais provavel que N-1 quando a razédo > 1

L(N;r) =

- Determinacdo maximo:

L(N;r)

-1~ ® (N—t)(N—k)>N(N -t —k+r)

NT AN — N 4 th > NZ —IN — kN +rN
k
thsrN= TN
"

V Seja [X]: parte inteira de x

L(N;r) > L(N —1;r) ,para N < [%}
L(N:r) < L(N —1;r) , para N 2 [¥]

Vv Isso nos da o EMV de N:

[

0Ss
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Exemplo

- Objetivo:
V Estimar populagéo de peixes
 Procedimento:
Vv Sdo marcados t = 200 peixes
V Peixes sdo devolvidos ao habitat
Vv Aguarda-se que os peixes devolvidos misturem-s
populagéo
v S&o recapturados k = 400 peixes
V Dos peixes recapturados, ha r = 43 peixes marcadq

- Obs. Dados obtidos em simulagdo com N=200

S

O

Referéncias

L(N43)

Fungdo de Verossimilhanga para Captura e Recaptura

0

- [Co00] _ g

0.050 0.060

0.040

fi= 1860
T

T T T
1700 1800 1900 2000 2100

N

Vv Populacéo estimada: 1.860 peixes
v Populacdo real: 2000 (na pratica, desconhecido)
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