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Prof. Lupércio F. Bessegato

Situacao Geral

. Populagao 1: Duas Populagdes Independentes
Vv Médiay, e varianciao,?.
v Amostra de tamanho,n
o« Xin X1z eoes Xinpe ‘
- Populacéo 2:
Vv Médiay, e varianciao,?.
v Amostra de tamanho,n
* Xon Xogr os Xonz . . 1

- Objetivo das aplicacoes:

Populagéo 1 Populacéo 2

V Estudar a diferencas nos parametros das 2 populagf
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- Aplicacao — Experimento planejado: Exemplo
Vv Comparar condicGes diferentes (deliberadas | e
propositais), verificando se elas produzem efeifos - Experimento completamente aleatorizado:

estatisticos na resposta
v Condicdes sdo chamadaatamentos.

v Duas formulacgoes de tintas
V Resposta: tempo de secagem

- Experimento comparativo: v Objetivo do estudo:
Vv Controlam-se os tratamentos e observa-se a varigcéo - Nova formulag&o resulta em efeito significativo?
na variavel resposta. v Amostras
- Relacéo de causa-e-efeito - 10 espécimes de teste a cada uma das formulagbes
V Verifica-se significancia estatistica em resposta |de Vv Procedimento:
experimento aleatério - Aplicagao aleatdria das formulag6es nos 20 espécimes
v Concluséo:

- Diferencga nos tratamentos resultou na diferenca na respdsta

« Aplicacdo — Estudo observacional: Exemplo

v Avaliam se ha associacéo entre um determinado fgtor Niveis de f . di
e uma resposta, sem, entretanto, intervir diretamgnte + NIVEIS ae Terro no corpo e risco cardiaco

na relacéo analisada. v Amostra de 1931 homens

Vv Individuos da amostra ndo foram designados 4os V Rastreamento ao longo de 5 anos

grupos por processo aleatério, mas ja estavam Vv Verificagdo de efeito significativo de niveis crescentes de
classificados nos respectivos grupos, no inicio da ferro na incidéncia de ataques cardiacos
pesquisa. Vv Comparada incidéncia de ataques cardiacos nos grdipos

(tratamentos): “nivel baixo de ferro” e “nivel alto de ferro’

- Relacao de causa-e-efeito o . .
Vv Os individuos ndo foram alocados aleatoriamente em

v Dificil identificar causalidade

_ e cada grupo

- Diferenca estatisticamente observada na resposta pod¢ ser . . , G,
devida a algum outro fator (ou grupo de fatores) ngio - Diferenga no risco cardiaco pode ser atribuida a
devido aos tratamentos que ndo foi equalizado pgla outro fator fundamental (colesterol, por exemplo

aleatorizagéo.

Prof. Lupércio F. Bessegato
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Inferéncia na Diferenca de Médias —
Populagdo Normal com Variancias
Conhecidas

Suposicdes

Amostras:

vV Populagdo 1: X, X5 s Xinp:

V Populagdo 2: %, Xyp «..y Xopo

Populacdes (Xe X,) independentes
Populacdes normais

Variancias conhecidas{? e 0,?)

Objetivo

V Inferéncia estatistica para diferenca de mégiasgl,.

Estimagédo de p; —H,

. Estimador naturalX; — X»

EsperangeE(X, — Xo] = p1 — o

ny n9

7 X1 — Xo — (1 — p2)
A grandeza“ — 7, o

ni ng

tem distribuicdo normal padréo

A _ - - - 2 2
Variancia: var[X; — X,] = Var[X;] + Var[X,] = 2 + %2

Teste de Hipoteses para |, — My

- Hipotese nula:
V Ho! My — Mz = Ay,
« Oy valor pré-especificado )
. Estatistica de teste 7, = X1~ X2~ %o

2 2
of Lo
mny na

- Hipoteses alternativas:

Hipotese alternativa|  Critério de rejeicao
Hilh —Ha # 8y 29> 240U < —Zypp-
Hily >4y 125> 2,

Hi by~ <by  [Zp< %

Prof. Lupércio F. Bessegato
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Exemplo 10-1 .
. Dados amostrais:

- Tempo de secagem de uma tinta: v Tempos médios de secagem:
V Deseja-se reduzir tempo de secagem de um zarcéq

Quimica-padrao Formulagéo nova
Vv Formulacdes testadas: — —
L ~ n, X, n, X,
1. Quimica-padréo - -
. . 10 121 min. 10 112 min.
2. Acrescentado novo ingrediente para secagem

Vv 0 = 8 min. (dados histéricos)

- Variabilidade ndo deve ser afetada por novo ingrediente
v Amostras:

- Formulagéo 1: 10 espécimes

- Formulagéo 2: 10 espécimes
Vv Os 20 espécimes séo pintados em ordem aleatéria

« Quais conclusdes sobre a eficiéncia do no
ingrediente?
V Nivel de significancia do teste): 5%

- Procedimento de teste:

1. Grandeza de interesse: diferengca nos tempos medios
de secagemy — |,) e, =0.

« Calculo do p-valor — Minitab:
Vv No exemploH;: gy > L.
+ Estatistica de teste observada:

2. Ho My —Hp=00u Ky by =y . 2,=2,52
3. Hj: p>W,. Rejeicdo H se férmula 2 reduzir tempo Somcs wer
—_ v v Cumulative Distribution Function
4. o= 0’05 ZfJ = W ."1‘."} N(U\ 1) Normal with mean = 0 and standard deviation = 1
5. Estatistica de teste: Vi + 52 Cx o
6. Rejeite H se z>2z,,= 1,645 wmew
7. Estatistica de teste observad:” = /i 3 9 Vp=P{Z>252}=1-9(2,52) =1-0,9941 = 0,0059
8. Conclusio: v » Hg' Wy = |, seria rejeitada com qualquer nivel ds
. 2,=2,52 > 1,645 Rejeitamos i significanciaa > 0,0059

« Concluimos, conu = 5%, que a adi¢do do novo ingrediente
a tinta reduz significativamente o tempo de secagem.

Prof. Lupércio F. Bessegato
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+ Minitab:
Vv N&o possui comando para execucdo de teste Z
diferenca de médias
V Possivel utilizar teste Z para uma amostral!
Stat > Basic Statstics > 1-Sample Z
[l ==

 Samples in columns: ‘ Confidence level: [T

1-Sample Z (Test and Confidence Interval)

Alternatve:  [greater than ]

& Summarized data

n=mn; =ng =10 N
[0
Mean: |
: C2—9 —

T — T = 121
c1f|

Vot +of = B+ (8)F = 11,3137

de

Teste para Amostras Grandes

- Na maioria das situacdes praticas:
v 0,2 0,2 séo desconhecidas.
Vv N&do podemos estar certo que a populacdo seja b
modelada por uma distribuigdo normal
- Se as amostras forem grandegém, > 40):

Vv Pode-se substituito; e o, pelos desvios-padréo
amostrais ge S.
Vv Usa-se a estatistica, para teste de hipétese sobr
média da populacéo
- Baseado no TCL

11

Prof. Lupércio F. Bessegato

s
- Saida: — =
One-San Limite inferior com Estatistic
95% de confianga Z,
Test of fux v
The assumed s:anc’a:cxiv;a:;on = '_'_.37
35N
Lower /
N Mean SE Mean | Bound Z P
0 &,00 3,58 3,12 2,52 0,006

Vv Limite inferior com 95% de confianca excede 0
- Rejeita-se i p, - Y, = 0, concluindo-se que Hy, >, é
verdadeira
- Valor-p confirma conclusdo

Curvas Caracteristicas de Operacéao

« Curvas def} vs. um parametro d, para variog
tamanhos amostrais
V Gréficos Vlla, VIIb, Vlic e VIid — Apéndice
v Curvas parax = 0,05 ea = 0,01

A ) s — Ao A=A
. Parametro d: ¢ 1~ #2— Dol _
\/0'? + ag \/cflZ + O'g

V d: Fator de néo centralidade
Vv Tem-se de escolher tamanhos iguais de amostra

v Conjunto de curvas caracteristicas pode ser usg
para todos os problemas, independente dos valo
depyeo.

(€S
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- Teste bilateral e nivel de significanaa= 0,05

Chart VI Operating Characteristic Curves
10

o
o

0.6

0.4

Probability of accepting Hy

0.2

0
0

(@ O.C. curves for different values of n for the two-sided normal test for a level of significance a = 0.05.

- Teste bilateral e nivel de significanaa= 0,01

1.00

4
o
=

0.60

Probability of accepling Hg

(b) O.C. curves for different values of n for the two-sided normal test for a level of significance a = 0.01.

- Teste unilateral e nivel de significancia= 0,05

1.00 — ——— "
0.80 ‘;:\ ."\“
I\
% 0.60 \{\‘\)
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- '\\\‘\
] ‘N\ 2
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(c) O.C.curves for different values of r for the one-sided normal test for a level of significance o = 0.05.

- Teste unilateral e nivel de significan@ia= 0,01

0.80

o
o
=3

Probability of accepting Hy
o
'Y
S

e
o
=]

0
-1.00 -0.50 0.0 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00
d

(d) O.C. curves for different values of » for the one-sided normal test for a level of significance o = 0.01.

Prof. Lupércio F. Bessegato
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Tamanhos Amostrais Desiguais

- Situacdes usuais:

VvOs custos de coleta de dados podem ser
substancialmente diferentes entre as duas populac

V A variancia de uma populacdo pode ser bem mai
que a outra.

v Nesses casos, sdo utilizadas amostras de tamari
diferentes

- Sed é conhecido e for necessario determinar
n, e n, para obter un8” especificado:
v Escolhem-se valores paraen,.
V Calcula-se o valor equivalente de
V Determina-s€ na curva CO correspondente
VSeB=p".
- Os valores escolhidos ag e n, séo satisfatorios

vV SeB#B.
- Ajustam-se os valores de; e n,, repetindo-se o
processo.

Prof. Lupércio F.

Bessegato

Curvas Caracteristicas Operacionais

- Valor equivalente da (se n #n,):

_oi+a3
n= 2 2
71 4 72

ny na
V Caso R e n, tenham sido fixados previamente

V As curvas CO sdo usadas com dnaspecificado de
modo a obtef.

Exemplo 10-2

- Tempo de secagem de uma tinta
v Tamanho de amostra a partir das curvas CO

V Diferenca verdadeira nos tempos de secagem
grande quanto 10 minutos

(A=10)
v Poder do teste de no minimo 0,9, cors 5%
v Valor do parametro da abcissa:

_ |ul — U2 — A(]| - |A - Au| - 10

d = =
Vol + a3 Vol +ol V82482

= 0,88

tao
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Probability of accepting Hg

0
-1.00 -0.50 0.0

(c) O.C. curves for different values of n for the one-sided normal test for a level of significance a = 0.05

v Tamanho amostra: n 5 n,~ 11

- Expresséao para o erfppara a alternativa bilaterat

A-A A-A
=0 (3"/2 T ) -¢ (2“/2 - “)
2.2 2.2

n ng

v Célculo de tamanho de amostra é similar ao caso|de
uma Unica amostra

Prof. Lupércio F.

Bessegato

Tamanho de Amostra — Formulas

+ Suposicoes:

V Hg Yy — My =4, é falsa

V Diferenga verdadeira @, — 1, = A. A > A,
. Interesse:

Vv Obter tamanho de amostra que leve a um valor
especifico de probabilidade de erro tipo (I, para
uma dada diferenca de médiAs com um nivel de
significanciaa.

- Tamanho de amostra para um teste bilateral para
a diferenca de meédias, com A n, e variancias
conhecidas
V Diferenca verdadeira nas médias:

Vv Poder de no minimo 1B.

(23 + 2(\-/2)2(0% + 05)
(A = Ap)?

~

V A expressédo d@ pode ser obtida para o caso em que
n=n =n,.
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Exemplo 10-3

« Tempo de secagem de uma tinta

V Diferenca verdadeira nos tempos de secagem

grande quanto 10 minutos
(A=10)

v Poder do teste de no minimo 0,9, conx 5%

v Determinacdo tamanho amostra:

. (z3+2a)*(0f +03) _ (1,645+1,28)%((8)* + (8)*]

. ==

(A — Ag)? (10—10)2
©Z3=2Z505=1,645€2=2,,0=1,28

=11

tao

- Saida — Minitab
v Dados:
- Diferenca: 10
- Poder: 0,90
- Nivel de significanciad): 5%

Power and Sample Size

1-Sample Z Test

Prof. Lupércio F.

Bessegato

. Calculo tamanho da amostra - Minitab

Stat > Power and Sample Size > 1-Sample Z

=

Werkshe Power and Sample Size for 1-Sample Z | power and Sample_Siu for 1-Sample Z - Options
Lo A

Spedify values for any two of the following: Alternative Hypothesis

Sample sizes: € Less than
 Not equal

Diffrences:  [10 || & Greater than

Powerveflies:  [0,5

ddeviaton:_ [11,337

Significance level:  [0,05

Heh‘

:@mwNnuNA -I
N
;’

Vot + 02 = VB2 + (3) = 11,3137

- Determinagéo intervalo de confianca pgga- .,

Vv Para amostras provenientes de populacdes nor
com variéncias conhecidas:

_ X1 — Xo— (1 — pa)

Z —= ~N(0,1)
m T
Vv entéo:
Xl - XQ — (1 — p2)
P =240 < = = Lz =1l-a
91 . %2

ny n2

% % o | a3
PIXi—Xo—zap\/5h+ 32 <m
— — (TQ 02
—pe < Xy —XQ—FZQ/Q\/;J;—)—;%} =1—-«

mais
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Intervalo de Confianca para a Diferenca de Exemplo 10-4
Médias, Variancias Conhecidas PSIIN ~ -
- Resisténcia a tensao no aluminio:
. Sejax, — X% a diferenca das médias de duas VTestes de resisténcia a tensdo em dois tipos
amostras aleatérias, de tamanhos e n, diferentes de estruturas de aluminio usadas |ha
. ~ . S fabricacdo de asas de avido
oriundas de populagcées normais com variancips J Desvi & dra erad hecidos:
0,2¢0,2conhecidas. eswos:pa. rdo considerados conheci og. )
. - Experiéncias passadas com processo de fabricagéo e tegtes
V Intervalo com 100(1er)% de confianga pama, — [, _ _
+0;,=1e0,=15
T1 — F — 202 % Z—ﬁ < i — piz < Ty — By + 202 z_ll + :—j v Dados amostrais obtidos:
sendo g, o percentil superior conm/2(100)% da normal Estrutura 1 Estrutura 2
padréo n; X n, X,
10 87,6 12 74,5
V Intervalo de 90% de confianca para a diferenca da ) Condus?e_s' _
_ _ _ _ - E significativa a diferenga entre a resisténcia média das
B1— Ty — Zapo\ o+ 22 S —po ST - Ta+ Zap) o+ o2 estrutural e 2.
Vv Estamos 90% confiantes que a resiténcia média [da
AF g /2 (LE)? . istanc Adi
87,6 — 74,54 1,645/ ‘75 + 55— = 13,1 £0,882 estrutura 1 excede a resisténcia média da estruturp 2

por um valor entre 12,22 e 13,98 kgf/rAm

V Intervalo com 90% de confianca para a resisténdia
média a tenséo (kgf/min
(12,128 < pg — po < 13,982

Prof. Lupércio F. Bessegato 10
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Escolha do Tamanho da Amostra

-+ Se 0s desvios-padraq e g, forem conhecidos e
os dois tamanhos das amostrasenn, forem
iguais (n =N, =n)

v Determinacdo do tamanho das amostras de modo

0 erro em estimap, — [, seja menor que E com umé
confianga 100(1 @)%

5 e 2
,.,(‘./2 ¢ ¢
n=(=£) (o} +0})

- Deve ser arredondado para maisisgio for um inteiro

ue
]

Inferéncia na Diferenca de Médias —
Popula¢gbes Normais com Variancias
Desconhecidas

Prof. Lupércio F.

Bessegato

Limites Unilaterais de Confianca

« Limites unilaterais com (1 «©)100% de confianc
parap, — H,, com variancias conhecidas
V Estabelecelr= —o ouu =
Vv Trocar z,, por z,.

- Limite superior de confianca:

2 2
— — gy g5
1 — p2 ST — Tog+ 2o\ T+ 2

ny no
- Limite inferior de confianca:

2 2
— — a a:
T1— T2 — za\/r + 2 S — p2

o

Inferéncia na Diferenca de Médias de
Populagbes com Variancias
Desconhecidas

- Varianciaso,? e 0,2 desconhecidas
v Se n e n, > 40 utilizam-se procedimentos anteriores
V Se séo retiradapequenas amostragie populacdes
normais:
- Caso 1: Variancias iguais? = 6,9
Homocedasticidade
- Caso 2: Variancias diferentes,t # 0,%)
Heterocedasticidade
- Testes e intervalos de confianca baseados na distribuica

11
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Caso 1 — Variancias lguais

- Suponha 2 populacdéasormais independenteg
com médias desconhecidps e U, e variancias
desconhecidasporém iguaio,? = 0,2 = 02

« Hipdteses:

Hot Hy = Ho = By
Hit by — Mo # Dy
« Nivel de significancia do tester.

Estimador Combinado de 0?2

- Parece razoavel combinar as duas variang
amostrais e S2.
v Como?

- Estimador combinado d&*:

(n1 —1)8% + (ny — 1)52
ny+ng —2

2 _
5, =

v S,? pode ser escrito como uma média ponderada:
2 _ (np —1) g2 (ng —1)

P e =27 T np e -2

52 =wS? + (1 —w)S3

- Os pesos dependem do tamanho das amostras
- Sen =n, entdo w = 0,5 e 3 serd a média aritmétical
entre $°e S2.

Prof. Lupércio F. Bessegato

ias

Estimacédo de p; —H,

- Estimador naturalx, — x,
- EsperanceE[X; — Xo] = iy — p2
- Variancia:

2 2
Var[X] — Xy] = Var[X] + Var[Xy] = g + 752 (i + i)

ny N ny  no

- Como estimar a variancia desconheaida

Vv Ha duas amostras de populagées diferentes, po
com mesma variancia

- Sabemos que:

_ X - X — (1 — o)

Z —— ~N(0,1)
AV ey
v Substituindao por S, temos:
X — Xy — —
T = ! 2 (ul ’LLZ) ~ tnl+n2—‘l

1 1
SP"‘n_lJrE

ém

12
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+ Hipdtese nula:
V Ho: Hy = Hp = Dy,

Teste t Combinado para p; — Uy

- Ay valor pré-especificado
- Estatistica de tester, =

XI_X‘Z_AO
S/E+ 3

11 no

- Hipoteses alternativas:

Hipotese alternativa

Critério de rejeicao

Hily —Hp #4

tol > t2, 1+ n2 - 2)

Hi g >4

>t (en2-n

Hi g - <4y

t0 < _tx, (n1+n2-2)

Exemplo 10-5

- Rendimento de catalisador

v Andlise de influéncia de dois catalisadores no

rendimento médio de processo quimico
- Catalisador 1: em uso
- Catalisador 2: aceitavel e mais barato
(deve ser usado se ndo mudar rendimento do processo)
Vv Ha alguma diferenca entre os rendimentos médios
- Nivel de confiancad): 5%

- Dados amostrais:

v Rendimento de catalisadores

Catalisador 1

Catalisador 2

n; X3 81

n,y Xy S2

8192255 2,39 8192,733| 2,98

v Célculo do desvio-padrdo combinado

ny+ng —2

=+/7,30=2,70

6 (m — 1S+ (no —1)S3 \/(7)(2.39)%(7)(2493)2
P - 8+8-2

Prof. Lupércio F. Bessegato

- Procedimento de teste:

1.

w

4
5.
6.
7
8

Grandeza de interesse: diferenca nos rendime
médios de process@{— l,) e A, = 0.

Ho: My = Ha = 0 0u Hy: g = Hy.

H,;: 1, # Y- Rejeicdo H se catalizador 2 altera
rendimento

. a=0,05 = X1 —X,-0 Hoo oo
Estatistica de teste:  S,/2+L
Rejeite H se [§| >t o5 14= 2,145

Estatistica de teste observadt = > 2% _ .35
Concluséo: 21034k

+ |l =0,35 < 2,145> Falhamos em rejeitar

- Concluimos, conm = 5%, que nao temos evidéncia forte p
concluir que o catalisador 2 altera rendimento do process

Ntos

r

13
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. Calculo do p-valor — Minitab:
Vv No exemploH;: Yy # Hy.

V Estatistica de teste observada:

.+ 1,=0,35

Vp=2P{t,>0,35} =2(1-0,6342) = 0,7316
+ Hy: My = 1, N80 pode ser rejeita a um niveekE 5%

« Andlise grafica:
v Box-plot comparando resultados dos catalisadores

98

. l

9%

95 |
&
94
Média
E £9 el ' @
©

Mediana
90 [

Catalisador_1 Catalisador_2

/4

Vv Catalisador 2 tem variabilidade ligeiramente maior

Prof. Lupércio F. Bessegato

+ Minitab:
v Banco de dado$8D_producao.xlsx/ catalisadores

Stat > Basic Statstics > 2-Sample t

MT8 > TWNasple *catalisader_1' {2.Sample t (Test and Confidence Interval) = ]
SUBC>  BoNjed:
€ Samples in one cokmn z,s.wm_w& o
—
c1 c2
catalisador_1 catalisador_2

1 91,50 89,19

2 94,18 90,95

3 92,18 90,46

4 95,39 9321

5 an.m 97.19

6 89.07 97.04

7 9472 91,07

8 89.21 92,75

: £

|

Vv N&o aparenta haver diferenca entre os catalisadores.

V Gréfico de probabilidade normal das amostras

Porcentagem

w s BEEBZIEB 8 R

85,0 87,5 90,0 92,5 95,0 97.5 100,0
Dados de rendimento

- Os graficos de probabilidade normal (e p-valor) indicar
gue nado héa problema com a suposigao de normalidade

- Indicagdo de homocedasticidade.
(Ambas as linhas tém inclinagbes similares)

-

— Como verificar formalmente a homocedasticidade?

14
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. Saida:

o e Two-Sample T-Test and Cl: catalisador_1; catalisador_2
Estatisticas

descritivag | T#e-sample T for catalisador_l vs catalisador_2

IC 95% —

Vv Valor-p confirma concluséo de néo rejeitag. H

V zero pertence ao intervalo com 95% de confianca.
+ Nao ha evidéncia amostral para rejeitgar g, — 1, = 0.

Teste t — Variancias Desconhecidas e
Desiguais

« Supondo H: y; — U, = A, verdadeira:

V Estatistica de teste:70 =

ny—1 na—1
- Parav nao inteiro, arredonde para menor inteiro maijs
préximo (mais conservativo para rejeitag)H

(pacotes estatisticos calculam com valores nao inteiros)

Prof. Lupércio F. Bessegato

Caso 2 — Variancias Diferentes

« Suponha duas populacbes normais
independentes com médias desconhecjgas
K, e varianciaglesconhecidasporém diferenteg
0,%# 0,2

- Nao existe um valor exato da estatistica t
v Pode-se aplicar um resultado aproximado
V Estatistica T*

- Teste T similar aquele do caso de homocedasticidade
- Graus de liberdade da t sdo trocados
(vaoinvés de p+n,—2)

Exemplo 10-6

« Arsénio em agua
v Concentracdo de arsénio em suprimentos publicod de
agua é risco potencial a satude
v Amostras:
- 10 comunidades metropolitanas
- 10 comunidades rurais
V Interesse:

- Determinar se ha alguma diferenca nas concentragpes
(ppb) médias de arsénio entre os dois grupos Hde
comunidades
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- Dados amostrais:

v Concentracédo de arsénio em agua potavel

Regiao Metropolitana

Catalisador 2

m X 81

n, Xy S9

10| 125 763

10| 275 153

V Gréfico de probabilidade normal dos dados

4% 33 3
v

E) [] E) % 4 s @ »
Concentragio de arsénio (partes por bihio)

« Suposicao de normalidade aparenta

estar atendida
e Improvavel que variancias d

populacédo sejam iguais
' InclinagBes muito diferentes

2}

« Calculo dos graus
combinado

de

=3

(7,632 | (15,3)2)2
( o+ 10 )

(7.63)2 2 (15,3)2 2
10 10
9 + 9

n1—1 nz2—1

13,2~ 13

« Valor critico para teste bilateral com= 5%
v Graus de liberdade aproximadaggk, ;5= 2,160
v Graus de liberdade conforme calculgs. 15 ,= 2,157

liberdade desvio-padré

0

Prof. Lupércio F. Bessegato

- Procedimento de teste:

1.

2
3
4,
5.
6
7
8

Parametros de interesse: concentracdes média
arsénioy, e l,. Interesse: determinar gg — 1, = 0.

Ho: My = M2 = 0 ou Hy g = .
Hi Wy 7 Mo

v

Rejeite H se [§*] > tg g5, 13= 2,160 v =13.2~13

Estatistica de teste observacr; - (172;3: QI,Q =2
Concluséo: ot

« |t'1=2,77 > 2,1609 Rejeitamos |

- Ha evidéncia para concluir, conu = 5%, que a

concentracdo média de arsénio na agua potavel na zona

5 de

rural

do Arizona é diferente daquela da area metropolitana.

« Calculo do p-valor — Minitab:
Vv No exemploH;: Yy # Hy.
+ Estatistica de teste observada:

. |t0| = 2,77 urs > cor 2,77;

SUBC> t 13,2.
Cumulative Distribution Function
Student's t distribution with 13,2 DF

x Pl X<=x)
2,77 0,952135

Vp=2P{t;3,>2,77} =2(1 -0,9921) = 0,0158
+ Hy: My =W, € rejeitada a um nivel = 5%
+ Hg: 1=, ndo é rejeitada a um nival= 1%
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. Saida:

- Two-Sample T-Test and Cl: concentracao_met; concentracao_rur
Estatisticas

descritivas Two-sample T for concentracaoc met vs concentracao_rur

or difference

of differsnce = 0 (vs not =): I:a'a:-_\a =-2,77

IC 95%

p-valor aproximadg
similar ao calculado

V Valor-p confirma concluséo de rejeitag, ld um nivel
a =5%.
V zero ndo pertence ao intervalo com 95% de confian|
« Limite superior bem abaixo de zero

+ H& evidéncia amostral para rejeitag i, — p, = 0.

Erro Tipo Il e Tamanho da Amostra

 Curvas Caracteristicas de Operagao:
V Gréficos Vllg, VIIf, Vlig e VIlh — Apéndice
v Curvas parax = 0,05 ea = 0,01
Vv Usadas quande,? = 0,2 = G.

- Quandoa,? # 0,2 a distribuicdo de J* serd desconhecida
para H falsa.

V Parametro d: ;|8 — 4l
20
- A: diferenca verdadeira entre as médias populacionais.
v Tamanho da amostra (n*»" = 2n — 1
- Para utilizar curvas CO, considerar n*.

- Como no testet para uma Unica amostra
podemos:
Vv Utilizar de estimativa prévia des? através de
experimento piloto
v Usar da variancia amostra gara estimao2.
- Para avaliar desempenho do teste apds coleta dos dados
V Definir a diferenca que ser quer detectar relativa a
- Caso nédo haja experiéncia prévia que possa ser usada

Prof. Lupércio F. Bessegato

- Teste bilateral e nivel de significanaia= 0,05

Probability of accepting Hg

(e) O.C. curves for different values of a for the two-sided r-test for a level of significance a = 0.05
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Teste bilateral e nivel de significanaia= 0,01

Probability of accepting Hp,

A - T
02 04 06 08 10 1.2 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32
d

(f) O.C. curves for different values of n for the two-sided t-test for a level of significance « = 0.01.

- Teste unilateral e nivel de significanca= 0,05

1.00 ——=maa
0.90
0.80

o
= 070
)

Z 0.60
8
& 050
5

0.40

Probability

0.30

0.20

0.10

1]
-08-06-04-02 0 3.0 3.2

d

(g) O.C. curves for different values of # for the one-sided -test for a level of significance a = 0.05.

« Teste unilateral e nivel de significancia= 0,01

1.00

o
o
=

0.60

0.40

Probability of accepting Hy

0.20

\ ‘
:‘ \\ \g\\,\\) ‘3\\00 B
o, %‘Q\Q&Q‘l\\(&\g;‘w‘ S

2 3 4
d

(h) O.C. curves for different values of n for the two-sided normal test for a level of significance a = 0.01.

Exemplo 10-7

- Rendimento de catalisador

V Influéncia de dois catalisadores no rendimento méq
de processo quimico
— Catalisador 1: em uso
- Catalisador 2: aceitavel e mais barato
(deve ser usado se ndo mudar rendimento do processo)

V Nivel de confianca do teste); 5%

Vv Qual tamanho de amostra para rejeigdo desH
catalisador 2 produzir rendimento médio que difi
4% do rendimento médio do catalisador 1, co
probabilidade de no minimo 85%

(0]

a

Prof. Lupércio F. Bessegato
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* Ho M= Hp VS Hyl Wy 7 Wy

Estimativa grosseira dg(comum): §= 2,70
Distancia padronizada:
_lal__ ¢4

20 (2)(2,70)

Probabilidade de erro tipo I =1 -0,85=0,15

=0,74

Probability of accepting Hg

(e) O.C. curves for different values of a for the two-sided r-test for a level of significance a = 0.05.

Vv Determinacdo do tamanho das amostras:
- n* =20 (leitura gréfica)
- Tamanho das amostras:fn, = n
n*+1 2041 -
5 =5 =105=11

n=

. Calculo Poder - Minitab

Stat > Power and Sample Size > 2-Sample t

" Power and Sample Size for 2-Samplet [[pomerana Sample Size for 2-Sample t /Gptions

Spedify values for any two of the following: Alternative Hypothesis

" Less than
Sample sizes:

© Notequal
Differences: [+  Greater than

Power values:  [0,85

Significance level: 0,05

- Saida — Minitab
v Suposicdo de homocedasticidade.

\/ Dados Power and Sample Size
- Diferenca: 4 2-sarple o T
- Poder: 0,85

Sample Target
Size P

ower Actual

Difference
4

he sample size is for each group. X

v Tamanho amostrag:= 10. \

- Os resultados concordam razoavelmente cq

agueles obtidos por meio da curva CO.

Prof. Lupércio F. Bessegato
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Intervalo de Confianga para Diferenca de
Médias — Variancias Desconhecidas

« Caso10,2=0,°2=02
V Distribuicédo da estatistica de teste:
T = X1 = Xz — (“1 _ ’L‘Z) ~ bny+ng—2
S, S

n1 na

Vv entéo:
p {_trx/24rl,1+ngf'2 S T S t(r/Z‘n1+quZ} =l-a

v Manipulando essas grandezas obtemos o intervald
100(1 —0)% de confianga parg; € .

de

Exemplo 10-8

- Hidratac&o de cimento:
Vv Andlise do peso de célcio em cimento-padréo e §
cimento contendo chumbo

- Niveis reduzidos de calcio indicam bloqueio n
mecanismo de hidratagdo no cimento

v Grupos
- 1: cimento-padrao ¢ 10)
- 2: cimento com chumbo = 15)
Vv Parametros de interesse:
- Teor médio percentual em peso de calcio

M

o

Prof. Lupércio F. Bessegato

« Sejax; —

amostras aleatorias, de tamanhos e n,,
oriundas de popula¢gbes normais com varianci
0,%¢0,2desconhecidas, porém iguais

V Intervalo com 100(1et)% de confianga parg, — H,:

Ty —Tg — t0/21771+117—'23p % + i
S —H2 ST — T2+ t‘cx/2:r11+r12725p % + i
Sendo:
* ty2. nsnps Percentil superior coma/2(100)% da
distribuicdo t com p+ n, — 2 graus de liberdade
- S estimativa combinada dg desvio-padrdo comum

(n1 — 1)s? + (nz — 1)s3
5y =
P ny +ng — 2

%, a diferenca das médias de dugs

|as

- Dados amostrais:

V Teor percentual em peso de céalcio
Cimento-padrio

Cimento ¢/ chumbo

o X S1 ny Xa Sy

10/ 90,0 50| 15| 870/ 40

V Suposicgoes:
- Teor percentual em peso é normalmente distribuido
- Ambas as populagfes tém a mesma variancia

V Estimativa combinado do desvio-padréo

(ny — 1)s? 4 (ny — 1)s3
Sp =
P ny+ng — 2

\/(9 )(5,0)2 + (14)(4,0)2
10+15-2

=4,42
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« Intervalo de 95% de confianca para— ,:
V 1,025, 23= 2,069

T — T2 — tooosssp ) me + s S — pa <

Ty — T2 + 10,025,23p # + % i

90,0 — 87,0 — 2,069(4,42)\/ 15 + 1= < i1 — p2 <

90,0 — 87,0 + 2,069(4,42)\/ 15 + 15 = —0,72 < g — pip < 6,72

Vv N&do podemos afirmar, com um nivel de confianca|de
95%, que a presenca de chumbo afete esse mecarjismo
de hidratacdo

- Nesse nivel de confianga ndo podemos concluir que haja
diferenca entre as médias

(intervalo inclui o zero)

- Sejax; — % a diferenca das médias de dudgs
amostras aleatorias, de tamanhas e n,,
oriundas de populagbes normais com variancigs
0,°¢0,2desconhecidas e desiguais.

V Intervalo com 100(1e1)% de confianga para, — [,

_ - 53 | s2
Ty — T2 —tajop\/5h + 2 S —p2 <

T 7 st s
Ty — T2t law\ or T

Sendo:
« ty.v: percentil superior cona/2(100)% da distribuic&o t
comv graus de liberdade (correcéo)

Prof. Lupércio F. Bessegato

Intervalo de Confianga para Diferenca de
Médias — Variancias Desconhecidas

- Caso 20,2# 0,2

V Distribuicédo da estatistica de teste:
_ X —Xo — (1 — p2) Ho
- sty s

ny n2

- v: graus de liberdade da distribuicdo t

T t,

v Entéo: e

P {_tu/Q,y < ™ < tn/‘?.u} =l-a

Teste t para Amostras Pareadas
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Teste t Pareado

- As observacdes nas duas populacdes de inte
séo coletadas em pares

V Toma-se cada par ¢X X,) em condigbes homogénea
mas elas podem mudar de um par para outro

- Exemplo:

V Dois tipos de ponteiras para teste de dureza
- Maquina pressiona ponteira em corpo-de-prova metdlico
- Dureza esta relacionada com profundidade de depressao

- Teste t pareado:
= mede-se dureza das duas ponteiras em mesmo corpo-de-prova

- Qual a vantagem do procedimento em relacdo a compar
com amostras independentes?

esse

o

hcao

Estimacédo de p; —H,

« Sejam (X1 Xz0), (Xin Xz, o (Kin Xz
observacdes paredas.

V X,: populacéo normal com médig e varianciag,?.
V X,: populacédo normal com médig e varianciao,2.
Vv Diferenca entre cada par de observacgées:

e D =Xy = Xg,=1,2,...,n.

- Sao normalmente distribuidas
- Esperancade D pp = E[X; — Xo =i — po

- Variancia de [ op2.

Prof. Lupércio F. Bessegato

- Importante:

Vv Os espécimes metdlicos muito provavelmente nfo
serdo homogéneos!

. Testet combinado:

V Diferenca observada entre as leituras de durgza
média para os dois tipos de ponteiras também inc|ui
as diferencas de dureza entre os espécimes

- Teste t pareado:

v Analisa diferenca entre as leituras de dureza em cqda
espécime
Vv Se ndo houver diferenca entre as ponteiras, a média
da diferenca deveria ser zero

Teste t Pareado para p; — |y

- Hipotese nula:
V Ho! Mp = Hy —Hz = D
« Ay valor pré-especificado B
. Estatistica de teste: 7, - 220
Sb

vn
VD, S e n, sdo, respectivamente, média amostral e
desvio-padrao amostral das n diferencas

- Hipdteses alternativas:

Hipotese alternativa|  Critério de rejeicéo
Hypp # 4 ltol >tz 2
Ha bp > A o> tn 1
Hy b <By o<l n 1
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- Resisténcia para vigas de aco

Exemplo 10-9

v Comparacdo de métodos de previsdo de resistémcia
ao cisalhamento em traves planas metalicas

Vv Métodos: Karlruhe e Lehigh
v Ha diferenca (na média) entre os dois métodos?

. Procedimento de teste:
1.

® NG A BN

Parametro de interesse: diferenca na resisténcia
média a cisalhamento entre métodas=y, — 4, = 0.

Ho: Up = 0.

Hy: pp#0.

a = 0,05 (digamos) T — 52 oo

Estatistica de teste: VA

Rejeite H se [§| >t o25.5= 2,306
Estatistica de teste observada: , - %279 _;

,1351

Conclusao: Vo
- |t = 6,08 >2,306> Rejeitamos H

Ha evidéncia para concluir, com= 5%, que os métodos dg
previsdo da resisténcia fornecem resultados diferentes.
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- Dados amostrais
V PrevisGes de resisténcia para nove traves planas dg

V (carga prevista/carga observada)
- Dados:BD_producao.xlIsx/ guia: cisalhamento

B aco

Método )
Trave - Diferenga o )
Karlsruhe| Lehigh Estatisticas amostrais

sin 1,18¢ 1,060 0,125 d=0,2739
s2/1 1,151 0,99p 0,159 sp=0,1351
S3/1 1,327 1,068 0,259

S4/1 1,339 1,06R 0,277

Correlations: Karlsruhe; Lehigh

S5/1 1,20( 1,065 0,135 S
S2/1 1,402 1,178 07224 7”02

S2/2 1,365 1,037 0,328

S2/3 1,537 1,086 0,451

S2/4 1,559 1,05p 0,507

« Calculo do p-valor — Minitab:
v No exemploH;: pp #0.
V Estatistica de teste observada:
* 1l = 6,08 s oz coe

vV p=2P{>6,08} = 2(1 - 0.99985) = 0,0003
+ Rejeita-se i pp =0 em favor de Kt py# 0, a um nivel
a=5%
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+ Minitab:
v Banco de dado$8D_producao.xlsx/ catalisadores

Stat > Basic Statstics > Paired t

« Anadlise gréfica:

Valores Individuais das Diferencas
(with Ho and 95% t-confidence interval for the mean)

3

e Paired t (Test and Confidence Interval) W | ==y
@ Samples n columns pE———
Festsanple: Ko e
: Testmean: oo
Ev.‘wkmun\ scondsangie: [lergh est mean: o0
S c <2 € Summarized data (differences) atemative:  [rotequa v
Karlsruhe  Lehigh )
1 1186 1,061 e o | =
2 1151 0,992 ——
3 1322 1083 .
Paired t evaluates the first sample
4 1339 1062 p ] o
5 1.200 1.065
6 1402 117
7 1,365 1)2/ Graphs.... Cptions...
8 1537 1088 | o | concel_|
9 1559 1082
T .
- Saida:

Estatisticas
descritivas

Paired T-Test and CI: Karlsruhe; Lehigh

Paired T for Rarlsruhe - Lehigh

Mean  StDev SE Mean
1,3401 0,1460 0,0487
1,0662 0,049 0,0165
0,273% 0,1351 0,0450

Lehigh

N
KRarlsruhe 9
£l
Difference 39

Teste t
pareado

;,| 95% cI for mean difference: (0,1700; 0,3777)F

T-Test of mean difference = 0 (vs not = 0) ¢ |r-Value = §,08 ®-Value = 0,000
|
IC 95%

Vv Valor-p confirma concluséo de rejeitagH

V Zero ndo pertence ao intervalo de confianca.
- Ha evidéncia amostral para rejeitag id, — 1, = 0.

Vv Estimacdo intervalar da diferenca:

- Método de Karlsruhe produz, em média, previsdgs
maiores para a a resisténcia que o método de Lehigh
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00 01 02 03 04 05 00 01 02 03 04 05 06
Diferencas Diferenca

V Gréfico de valores individuais indica existif
diferenca entre métodos.
- Método 1 produz previsGes maiores para a resisténcia
Vv N&o ha evidéncia amostral para rejeitar a hipotese
normalidade das diferencas

Comparacdes Pareadas vs Independentes

- Comparacdes de duas médias populacionais:

Independentes Pareadas
Estatistica |7, - 1= X240 D - )
1 1 =i
de teste Sp\/w + NG
Distribuicdo t ¢
amostral n-2 n-1

v Numeradores sdo idénticos

v Denominadores:
- Estatistica combinada: supde amostras independentes
- Estatistica pareada: h& correlac@pdntre X e X,.

V Teste t pareado perde (n — 1) graus de liberdade

de

em

relacdo ao teste t independente
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- Variancia de X — X, (mesmo tamanho amostral - Consequéncias:
v Amostras independentes: V Teste t independente pode subestimar significangia
Var[¥1 — Xa] = Var[¥4] + Var[Xa) dos dados se for aplicado com amostras pareadas

: : 2 - Valor da estatistica do teste t independente menor que a do

o2 o2 20
R teste t pareado.
vV Amostras pareadas: VTeste t independente tem mais poder contra
- Emgeralp>0. guaisquer valores alternativos fixados do paréametrg
Var[X; — Xp] = Var[X;] + Var[X;] — 2 Cov[X, X - Teste t pareado conduz a uma perda de n — 1 graus|de

liberdade em comparacéo ao teste t independente.
v Devemos ou ndo emparelhar as observagées?

202
(1-p)
n

:02+0272p02:

v Denominador estatistica teste t paredo é menor qug a
do teste t independente

- Se houver correlagdo positiva entre pares e mesina
variancia em ambas populacdes

- Consideracbes para escolha entre amostras . Considerar também:
independentes e pareadas: Vv 0 e p nunca s&o previamente conhecidos;
V Unidades experimentais _relatlvamente homogéngas v Quantidade grande de graus de liberdade (40 ou 50):
(0 pequeno) e correlagdo intrapares pequena: - Perda de n — 1 graus de liberdade com emparelhamefto
- Ganho na precisdo atribuido ao emparelhamento sgra pode n&o ser séria

compensado pela perda de graus de liberdade

, , v Quantidade pequena de graus de liberdade (10 ou 20)
- Deve ser usado experimento com amostras independentpes

. . . . A -Perda de metade dos graus de liberdade sera
v Unidades experimentais relativamente heterogéng¢as potencialmente séria se ndo for compensada por um

(o grande) e correlagéo intrapares grande: aumento na precisao devido ao emparelhamento.
- Deve ser usado experimento emparelhado

- Este caso ocorre tipicamente quando as unidades
experimentais forem as mesmas para ambos 0s casos

Prof. Lupércio F. Bessegato
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Intervalo de Confianga para W, Comentarios:

Vip = Iy — M, média de diferengas normalmente V Esse intervalo de confianca é valido para o caso ém
distribuidas: 5 quec,? # 0,2
T = ;;D ~ o - Sp? estimao,? = Var(D)
v Vv Suposicdo de normalidade é desnecessaria pgra
Entdo P{—taj2n1<T <typni1}=1-a amostras grandes (30 pares)
sendo §y,, 1) 0 percentil superior cora/2(100)% da t com - Aplica-se o Teorema Central do Limite

n-1 graus de liberdade
V Intervalo paray, = M, — 1, com 100(1 —a)% de

confianca
- Sp - SD
d— tn/?.nflﬁ Spp <d+ to/Z,uflﬁ

vd e $ sao, respectivamente, a média e o desv|o-
padrao da diferenca de n pares aleatérios de medidas

- Dados amostrais
Exemplo 10-10 v Tempo para estacionamento de 2 carros em paraleld (s)
- Dados:BD_producao.xlsx/ guia: estacionamento
- Carros estacionados paralelamente Automével | Automével |
' _ Pesso 1 > Diferenca Pesso Diferenga
V Estacionamento de dois carros de forma paraldla, 1 2

com barras de direcdo e raios de giro diferentes 1 | 870 178] 192 8 | 582 | 322 260

J . 2 25,8 | 20,2 5,6 9 336 | 27,8 5,8
Resposta: 3 16,2 | 168| 06 10 | 244 | 232 1,2

- Tempo em segundos para cada pessoa 4 242 | 414 -17.2 11 | 234 | 206| -62

v Amostragem: 5 | 220 | 214| 06 12 | 212 | 206| 06
- 14 pessoas estacionando dos dois carros 6 334 | 384| 50 13 | 362 | 322 4,0
7 238 | 16,8 7,0 14 | 298 | 538| -240

- | d=1,21
Estatisticas amostrais: )
sp = 12,68

Prof. Lupércio F. Bessegato
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« Intervalo de 90% de confianca para— ,:

Vg 0s:13= 1,771

Sp sp
d— 10.05:1:57 <pup <d+ 10.05:1:5*” —

= Yo
12,68 12,68

1.21 - 1,771l — < up < 1,21 + 1,771 =
Vi P Vil

—4,79 < up <£7,21

v Com um nivel de confianca de 90%, ndo podemos
afirmar de que os dois carros tém diferentes tempos
médios para estacionar

(intervalo nao inclui o zero)
- Valor pp=l; — 4,=0 é consistente com os dados observados

Distribuicao F

. Avariavel aleatoria F é definida como:
w
F — it

=]

VW e Y sdo variaveis aleatérias qui-quadrado

independentescom, respectivamente,e v graus de
liberdade

V Essa variavel aleatéria segue a distribuicédo F con
graus de liberdade no denominadorvegraus de
liberdade.

V Notagéo: F ~ .

Prof. Lupércio F.

Bessegato

Inferéncia para as Variancias de Duas
Distribuicbes Normais

Distribuicdo F t — Funcdo de Densidade

- SejaX uma variavel aleatéria com distribuicdo
comu graus de liberdade no numeradw e no
denominador:

fx(x) = r(3?) (%)”/2 '1:(“/2)71_ ,0<z<ooju,veN
(3T (3) (1) + 1]
v Média da distribuigao FELY] = ——.v > 2
V Variancia da distribuicéo F:
Var[X] = Wuto=2)
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Vv Distribuigdo F é assimétrica a direita
Vv Distribuicdo F é similar 2
- Os dois parametros u e v oferecem flexibilidade extra quaftoma

fy. u \ Percentis da F com u e v graus de liberdade
V Seja a variavel aleatéria F  FentdoP{F > fou.} =«
« Exemplo — Unilateral Superior

Vo=0,05u=5cv=10

™

forny

Table V  Percentage Points of the F-Distribution (continued)
Grafico Distribuigso F
vi=5w2=10
07 " Degrees
v, 1 2 3 4 5 6 7 3
0.6
1| 1614 1995 2157 2246 2302 2340 2368 2389
> 2| 1851 1900 1906 1925 1930 1933 1935 1937
o 3 1013 955 928 912 901 894 88 8§35
. 4 771 694 659 639 626 616 609 604
03 5 6.61 579 541 519 505 495 488 482
6 599 S04 476 453 430 428 42
02 \ 7 559 474 435 412 397 387 319
8 532 446 407 384 369 358 350
01
~ o5 9 512 426 38 363 348 337 2
0, 2 3326 10 496 4.10 3N 348 333 i 314
X 1n 484 398 359 3.36 3.20 3 30
12 475 180 149 1% in ' 100 201

P{F;,10 > 3,33} = 0,05

- Exemplo — Bilateral:
va=0,05,u=5ev=10

fop2s:5:10 = 4,24

Table V  Percentage Points of the F-Distribution (continued)

Jonss oy
Jogrssno = 7—— g Degrees o freedom for the umer
f0.025;10;5 v 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12
1 1 6478 7995 8642 3996 0218 3 2 9567 9633 9686 9767 9
—_— 2 3 39 39.17 3925 39 | 037 3939 13 19
— 20151 2 3900 3917 39 9.30 30 939 39.40 l).:H
6.62 3 1604 1544 1500 1438 3 1434
’ 4| 1222 1w0es 9 9k 036 |92 875
5| 0ol 843 776 739 705|698 652
6| 881 726 660 623 59 |58 537
Grafico Distribuicdo F 7 807 654 589 552 529 2 467
V1=5; v2=10 8 7 606 542 505 482 65 420
07 9 571 508 47 g 1432 387
546 483 447 407 395 385 378 3M 362
06 [ [41‘
— [4
. P{ 510 > 4, 24} = 0,025

P{Fs;](] <0, 151} = 0,025
P{O 151 S F5;10 S 4.24} = 0, 95

Exemplo — Unilateral:
Vva=0,05u=5ev=10
V Tabela contém somente percentis superiores
- . . 1
Vv Pontos percentuais inferiores:  f, . -
fa,t:*u
Table V  Percentage Points of the F-Distribution (continued)
" Degrees of freedom for thy
vy 1 2 3 4 - 6 17 8 9 10
Gréfico Distribulgio F 1| 1614 1995 2157 2246 202 2340 2368 2389 2405 2419
vi=S; v2=10 2 18.51 1900 1916 1925 1930 1933 1935 1937 1938 1940
3 10.13 9.55 928 912 9.01 8.04 8.89 885 881 8.79
4 11 694 6.59 639 6.26 6.16 6.09 604 6.00, o
5 6.61 519 541 519 505 495 488 482 4T 474
_————
0,08 7 559 474 435 412 397 387 319 1M 3.64
’ 8 532 446 407 384 369 358 335
92 512 426 3.86 363 348 337
\ = 10 496 410 1M rax 1w _am
\ Ton| oass 3 1
£ ol an afogessie = ——
S~ foosp0s 4,
. P{F510 < 0,211} = 0,05

Prof. Lupércio F. Bessegato

0,1511 4,236
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Teste de Hipodteses para a Razao de
Variancias

« Suponha:

v Duas populacdes normais independentes

V |, e 4, médias desconhecidas das populacdes

vV 0,2 e0,2: variancias desconhecidas das populacées
+ Interesse:

V Testar hip6teses relativas a igualdade das variancia
- Hipoteses:

vV Hy 0,2=02

VH;:0,2# 0,2

Variancias Amostrais

- Amostra de tamanho,nde populagdo norma
com médig, e varianciao,? desconhecidas
V' S,2 variancia da amostra 1

- Amostra de tamanho,nde populagdo norma
com médigu, e varianciao,? desconhecidas
V S,% variancia da amostra 2

- Populagdes independentes

Razao das Variancias Amostrais

- Razao das variancias amostrais:

92)
[

Q
=1

F=—on~ F(n —1),(n2—1)
é% 1 ?
a3
v Quociente de variaveis aleatéria independentes
Vv Numerador: ~ (m - 1St 1
2 ny—

91

Vv Denominador: (,, - 1)s2

2
2 ~ Xng—1
b

Teste para a Razao de Variancias de Duas

Popula¢gdes Normais
- Hipdtese nula:

VHgy 0,2=02
2
. Estatistica de tester, = %
2

. Hipdteses alternativas:

Hipotese alternativa Critério de rejeicédo
H;: 0,2 # 0, fo>faz n—1,m2-PUTo<fi g n1-1n2-1
H;: 0,2 >0;? fo>fa n—1 21
Hy:0,2<0? fo<fi_amm-1,n2-1

Prof. Lupércio F. Bessegato
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Exemplo 10-11

- Variabilidade em pastilhas de semicondutores
V Espessura obtida por meio de mistura de gases
V Variabilidade da espessura é caracteristica critica
- Deseja-se baixa variabilidade

V Estudadas duas misturas diferentes de gases

- Interesse em determinar se uma delas & superior
reducao da variabilidade de espessura

VvV Ha qualquer evidéncia que indique ser um gg

preferivel em relagéo ao outro?
- Usea = 5%.

na

- Procedimento de teste:
1. Parametros de interesse: varianc@s e o,%, da
espessura das camadas de oxido.
Hy: 0,2 =02
H,: 0,2# 0,2
a=0,05 )
Si

Estatistica de testef, = g ~ Fu-tn

Rejeite H se:

fo > 0,025, 10, 16= 2,53 OUfy < 975, 10, 16= 1/2,53 = 0,40

Estatistica de teste observadi (1,962 3,84
Concluséo: T @132 451

- 0,40 <f,=0,85 < 2,53> Falhamos em rejeitar H

N&o ha evidéncia forte para indicar um gas que resulte
variancia menor na espessura de éxido, com5%.

SESIENFREN

~

=0,85

0

©

Prof. Lupércio F. Bessegato

- Dados Amostrais:
V Espessura da camada de 6xido (angstrom)

Mistura 1 Mistura 2

o S1 n, Sy

200 196 20| 2,13

Vv Consideraremos que a espessura de 6xido seja |
variavel aleatéria normal para ambas as misturas
gases

- Os valores amostrais ndo estdo disponiveis para
conduzir testes de normalidades para verificar eg
suposi¢éo

ma
de

se
ta

« Calculo do p-valor — Minitab:
Vv No exemplo:g,2# 0,2.
V Estatistica de teste observada:
. f,=0,85
. 1f,=1,18

v Célculo de p:
« P{Fg, 1< 0,85} = 0,3640 (f esta mais a esquerdal)
« P{Fi 10> 1,18} =1-0,6390 = 0,3610
- P=0,3640 + 0,3610 = 0,7244
« Hy: 0,2= 0,2 ndo pode ser rejeitada em favor dg H,?
# 0,2, aum nivela = 5%
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+ Minitab:
v Base de dados néo esta disponivel

Stat > Basic Statstics > 2 Variances

Y Vaimnces (Test and Conhige e 2 {2 Variances - Options
| Data: [Sample standard deviators | Confdence level: [95,0
Samgle size: Standard devaton:
e @ 1w Hypothesized rato: yaoe:
st [B 58 [stDev 1 /50ev 2 EIE

stematve:  [not equal v
o | oot |
Help o Cancel

® Sal da Test and €I for Two Variances

Method
ESta“.SFlca Null hypothesis Sigma(l) / Sigma(2) =1
descritivas alternative hypothesis Sigma(l) / Sigma(2) not = 1
significance lavel Alpha = 0,05

Statistics

Sample N StDev Variance

1 20 1,560 3,842

2 20 2,130 4,537

Ratio of standard deviations = 0,920

Ratio of variances = 847
Estatistica =

95% Confidence Intervals 1 n&o pertence ao |
de teste

CI for /
Distribution CI for StDevw Variance
P s )
| Normal (0,575; 1,463)  (0,335; 2,139) |

S Teste K
IC 95% —

Method DF1l DF2 Statisti Valu

F Test (normal) 15 15

+ Conclusbes:
Vv Valor-p confirma concluséo de néo rejeitas. H

v Um ndo pertence ao intervalo de confianca.
+ Hé evidéncia amostral para néo rejeitgr &%= 0,2

Prof. Lupércio F. Bessegato

Erro Tipo Il e Tamanho da Amostra

 Curvas Caracteristicas de Operagao:
V Gréficos — Apéndice:
- Vllo, VIl p: hipéteses alternativas bilaterais
- VIlge VlIr: hipéteses alternativas unilaterais
v Curvas parax = 0,05 ea = 0,01
V Considerando yF n,=n

Vv Pardmetro\: ) -2
a2

31
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- Teste bilateral e nivel de significanaa= 0,05

Probability of accepting Hy

—
220 2.60 3.00 3.40 3.80 4.00

(0) O.C. curves for different values of n for the two-sided F-test for a level of significance a = 0.05.

- Teste bilateral e nivel de significanaa= 0,01

—_—
—

Probability of accepting Hy
=
E-.
BNO O W
A

080 1.00 .20 160 200 240 280 320 360  4.00
2

(p) O.C. curves for different values of n for the two-sided F-test for a level of significance a = 0.01.

- Teste unilateral e nivel de significancia= 0,05

o
@
=]

0.60

Probability of accepting Hyy
o
-
o

0.20

(g) O.C. curves for different values of n for the one-sided F-test for a level of significance a = 0.05.

- Teste unilateral e nivel de significan@ia= 0,01

1.00

0.80

0.60

0.40

Probability of accepting Hp

0.20

12.00 14.00 16.00

(r) O.C. curves for different values of n for the one-sided F-test for a level of significance a = 0.01.

Prof. Lupércio F. Bessegato
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Exemplo 10-12

- Variabilidade em pastilhas de semicondutores
V Espessura obtida por meio de mistura de gases
V Variabilidade da espessura é caracteristica critica
- Deseja-se baixa variabilidade

V Estudadas duas misturas diferentes de gases
- Interesse em determinar se uma delas & superior
reducao da variabilidade de espessura
Vv Desejamos detectar metade do desvio-padrédo
espessura entre 0s gases, com no minimo 0,80
-Vocé acha adequado o tamanho de amostra
n,=n,=n=207?

- Usea = 5%.

1.00

o
®
<)

cepting Hy

=)

0.40

Probability of ac

0.20

220 2.60
A

140

1.80

(o) O.C. curves for different values of n for the two-sided F-test for a level of significance a = 0.05

v Determinacéo do erro tipo II:
- b=~0,20-» Poder = 0,80
- Os tamanhos das amostrag=m, = 20 s&o adequados

na

da

de

Prof. Lupércio F. Bessegato

1. Hy 0,2=0,2vs.H;: 0,2# 0,2
- Raz&o que se deseja dectar:

g1

A=—=2

g2

- Tamanhos das amostras:
vn =n,=20

Intervalo de Confianga para para a Razéo
de Duas Variancias

- Distribuicdo da estatistica F:
S2
F= ﬁ ~ an—l‘nl—l

Vv entdo:
P{fl—r\/?.ul—l.ng—l <F< fn/?.nl—],ng—l} =1l-a

Vv Manipulando essas grandezas obtemos o intervald
100(1 —a)% de confianca para,? e 0,2

de
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- Sejam § e s? as variancias de amostras

aleatorias de tamanhas e n,, provenientes de
populacdes normais com
desconhecidas,?¢0,?

V Intervalo com 100(1e1)% de confianga para,4/0,%

2

2 2
81 4 o7 57
Ejl—u/‘z‘nz—l.m—l < 0__5 < g.fu[i&nz—l.m—l
Sendo:
 fu2 mi1 n2i Percentil superior coma/2(100)% da
distribuicio F com n — 1 graus de liberdade no

numerador e j+ 1 graus de liberdade no denominador

variancials

Exemplo 10-13

- Acabamento de superficie de liga de titanio
V Fabricacéo de propulsores para uso em turbinas

Vv Podem ser usados dois processos para esmeri
determinada superficie
- Podem produzir pecas com iguais rugosidades médias
superficies
v Construir um intervalo de 90% de confianca paral
razao dos desvios-padréo dos dois processgs.

— Considerar os dois processo independentes e qué
rugosidade na superficie seja normalmente distribuida

har

nas

Prof. Lupércio F. Bessegato

. Comentario:

Vintervalo de confianca para a razdo entre do
desvios-padrdo pode ser obtida extraindo a rg

S
iz

guadrada do intervalo de confianca para a razdo de

variancias

- Dados Amostrais:
v Rugosidade em superficie (micropolegada)

Processo 1 Processo 2

o S1 n, Sy
11 5,1 16 4.7

v Consideraremos que os dois
independentes e que a rugosidade na superficie s
normalmente distribuida

- Os valores amostrais ndo estdo disponiveis para
conduzir testes de normalidades para verificar eg
suposi¢éo

processo s

eja

se
ta
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° baldi est an 'or '0 Variances
« Intervalo de 90% de confianca pasgo,: -
Estatistica:
v fo.05,15,10= 2,85 | . descritivas !
- 95 15 = —= = (), 36
v f0,95; 15, 10— 0,39 fo,95.15.10 Toootons ~ 254 0,39
52 02 32
?ﬁfo.gmszm < g% < ?«if0.0S:IS:lO 2
92 2 92
G120 o BP, /0,459 < Z—; < /3,356 / sacic
@R =g s @™ 0678 < 7 < 1 830 Estatistica L
0450 < o? 45 ! i de teste do pertence ao Ik:
'y GO - 2,000
= 05 —_ Yy -_!: /
v Com um nivel de confianca de 90%, ndo podemos ' —
afirmar que os de_svios—padréo Qa ru_gosidade da /
superficie para os dois processos sejam diferentes o pp s it
(intervalo no inclui o um) fRoor Gomeh VP Z :

- Comentario:
Vv A um nivel de confianca de 90%, néo se rejeita [a
hipétese de igualdade das variancias em favadtd de
0,°# 0%
Inferéncia para as Proporc¢des de Duas
Populagdes

Prof. Lupércio F. Bessegato
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. B Testes para Diferencas na Proporcoes de
Inferéncia para Proporg¢des de Duas uma Populag&o

Populagbes .

- Suponha duas amostras aleatorias independeptes,

retiradas de duas populacgdes:
v Tamanhos amostrais: nl e n2.

vV Numero de observacdes que pertencem a catedoria

de interesse: X1 e X2. X

. ~ . b
- Estimadores das proporc¢des populacior i
po = 22

- Hipoteses de interesse: ny
Ho: pL=p:
Hi:pi# P2

- Parametros de interesse:
V Proporg¢des binomiais; @ p,.
- Inferéncia para amostras grandes:

V Teste de hipéteses e intervalos de confianca baseddos
na aproximacao binomial pela normal.

1= —

n

Estatistica de Teste parap ;—p, Testes Aproximados parap ;- P,

P —P— (p1 — p2) ~N(0.1) . Hipétese nula:

Z = _
\/1’1(&;1}1) + m(};m) vV Hg p; =Py . P - P
- Estatisticade teste™ ~ /_ — _ |
paran e n, grandes b b, POL-P) (3 + %)
. Z =
« Se n =p, (Hyverdadeira o .
g, P> (Ho _ ) p(1—p) (i + %) - Hipéteses alternativas:
V p é desconhecido!
. A . X1+ X
« Estimador do parametro p (comum) P = ”i j: ”_j Hipotese alternativa|  Critério de rejeicéo

- Estatistica de teste parg:hb, = p,: Hi:p # P, 2o > Zyyo-
Hip>p 29> 72y
Hip<p ZH< %

PP

\/f’(l - P) (%+ %)

~N(0,1)

Z{] =

Prof. Lupércio F. Bessegato
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Exemplo 10-14

- Erva-de-séo-jodo
V Extratos utilizados para tratar depresséo
V Teste para comparar eficAcia de extrato-padrédo
erva-de-sdo-jodo com placebo
v Amostra: 200 pacientes com depressao unipolar

- Alocacéo aleat6ria em dois grupos (extrato-1 e placebo-

- Apés oito semanas, melhoraram: 27 ;\Xpacientes
tratados com a erva-de-sdo-jodo e 19)(Xratados com
placebo.

Vv Ha alguma razéo para acreditar que a erva-de-s@

jodo seja efetiva no tratamento de depressao?
- Usea = 5%

de

- Procedimento de teste:

1. Pardmetros de interesse; @ p,, proporcdes d
pacientes que melhoraram apds 8 semanas.
Ho: P1 = Po.
Hy: py # Py o
a=0,05 7o — h-PR-0 Ho
Estatistica de teste: \/(p(l -P) (H+%)
Rejeite H se |g| >z os= 1,96
Estatistica de teste observada:

~ 0,27 -0,19
Concluséo: 0= —
\/(). 23(1-0,23) (85 + §)

+ |z = 1,34 < 1,96% Falhamos em rejeitar H

N(0,1)

=1,34

® N O A ®N

[¢)

Prof. Lupércio F. Bessegato

. Dados Amostrais:

Vv Pacientes com melhora no quadro de depresg
unipolar (apés 8 semanas)

Erva-de-sdo-jodo Placebo

m X n, Xy

100 27 100 19

~ . 27
« Proporcgdes amostrais i = — = 0,27
p2 = 100 = 0,19
- Estimador do parametro comum p (so§) H
1+ @9 19+ 27

p= - = 0,23
P Fns 100+ 100

ao

. Concluséao:

VvV Nédo ha evidéncia suficiente para confirmar que
erva-de-sdo-jodo seja efetiva no tratamento
depresséo unipolar.

a
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. Calculo do p-valor — Minitab:
Vv No exemploH;: p; # p,.

- Minitab:

Stat > Basic Statstics > 2 Proportions /

V Estatistica de teste observada: 2Proportons(Testand Confdence el zproporsons-optons 7 i
. 20: 1,34 ] ) ) . ]  Samples in one column Confidence level: [ 50
Cumulative Distribution Function Testdfference: [0,0
Normal with mean = 0 and standard deviation = 1 ¢ Samples in different columns Atematve:  ootequ <]

¥ Use pooled estimate of p for test

=]

x P(X<=x)
1,34 0,209877

Vp=P{Z>1,34}=1-®(1,34) =1-0,9099 = 0,180
« Hy: p; = p, seria rejeitada com qualquer nivel de¢
significanciaa > 0,180

- Saida:

Estatisticas Test and Cl for Two Proportions

Erro Tipo Il e Tamanho da Amostra

descritivas
> « Calculo de B é complicado no caso de
Difference = p‘(l) - e (2). ) amOStraS
B e Vv Denominador de gusa estimador combinado de

(sob Hy: p; = py)
v Quando H for falsa (g # p,)

IC 95% | || Fisher's exact test: P-value = 0,238 |

v Valor-p confirma concluséo de néo rejeitag. H

V Zero pertence ao intervalo de confianca.
- N&o hé& evidéncia amostral para rejeitar p{ = p,. Tpr—p2 =

pi(l—p1) N pa(l — p2)
51 no

V Teste exato de Fisher:
- Usado com qualquer tamanho amostral
- N&o usa aproximacao pela normal (p-valor maior!)

Prof. Lupércio F. Bessegato
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« Erro tipo Il aproximado de testailateral para a
diferenca de proporcdes de 2 populacgdes:

Za /2 W(;_l + %) - (])l _})2)

Op1—p2

_zn/'Z“ﬂm (ﬁ + i) - (pl - .UQ)

Tp1—p2

— ¢

Vv em que:
n1p1 + napa

=l

niy +nsg
(1 —p1) +na(l —p2)
- ny + ng

2

- Erro tipo Il aproximado de testenilateral para
a diferenca de proporgdes de 2 populacoes:
VHip > po
1

Za\ [P (; + %) —(p1—p2)
B=a

Tp1—p2

VHyp <py

—Za W(ﬁ*’,,]__,) _(pl _])2)
Bg=1-9

Tpr—p2

Céalculo Tamanho Amostral

- Teste de hipoteses da diferenca de proporgoes:

VHyp =,

V Valores especificados de p p..

Vv Mesmos tamanhos amostrais: n=m,.
v Tamanho aproximado da amostra

2
(p1 —p2)?
sendo: g1 =1-preg=1-p
V Para alternativa unilateral troqugzoor z,.

n=

Prof. Lupércio F.

Bessegato

Intervalo de Confianga para a Diferenca de
Proporcdes de Populacdes
- Distribuicdo da estatistica Z:
Vv Para amostras grandes:
Pi—Py—(p—p) -

pi(l—p1) | p2(1—p2)
ny + na

Z = N(0,1)

V entdo:
P{fzn/ﬁ <Z< za/?} =1l-a

v Manipulando essas grandezas obtemos o intervalg
100(1 —a)% de confianca para; @ p..

de
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Intervalo de Confianga para a Diferenca de Exemplo 10-15

Médias, Variancias Conhecidas . ) )
- Mancais de eixos de manivelas de motores

v Caracteristica de interesse:

. Se AH - /F\)Z forem as proporgf)es amostrais e N ) .
- Nao-conformidade de acabamento da superficie

duas amostras aleatdrias e independentes,|de J Amostras:
tamanhos, e n,, que pertencam a uma categoria '
. - Grupo 1: Processo em uso
de interesse. = n, = 85 mancais, dos quais 10 {p6&0 ndo-conformes
V Intervalo com 100(1er)% de confianga para, p- p,: - Grupo 2: Processo modificado
P — P — Za/2 \/;()1(1 P1) + P2 }Dpz) <pr—pa < " n,= 8-5 man-cais, -dos quais 8 {)}s&o nao-conformes -
V Obter estimativa intervalar, com 95% de confianga,
PrL— P2+ 2o \/”' },1’“) + % para a diferenca de proporgdo de mancais defeituosos
produzidos pelos dois processos

sendo g, o percentil superior conn/2(100)% da normal

padrao
- Dados Amostrais: « Intervalo com 95% de confianca pga— p,:
Vv Pacientes com melhora no quadro de depressao By — By — Zu/‘Q\/ﬁlq;i)l) 4 m(i;m) <pi—ps<

unipolar (apés 8 semanas)

P1— P2 + Zaj2 \/m(km) + (i)

Processo em uso | Processo modificado
n, X, n, X, 0,12 - 0,09 — 1, 96\/0 1200.88) | 0.090091) < ) — py <

|4
85 10 85 8 0.12 0,09+ 1, 96\/0 12(0 88) | 0, 09(0 91)

10 ‘

. PFODOFQOGS amostrais: i = 5 =0,12 —0,06 < py —p2 < 0,12
8 . , .
b2 = gz = 0,09 v Baseado nos dados amostrais, parece improvavel que

modificagdo no processo de acabamento tenpha
reduzido a proporgéo de mancais defeituosos:
- Intervalo de confianga inclui o zero.
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- Minitab:

Stat > Basic Statstics > 2 Proportions

2 Proportions (Test and Confidence Interval) 2 Proportions - Options ‘ / ===
¥
€ Samples in one column Confidence level: [T
Testdfference: [00
——
€ Samples in different columns Altemative:  [notequal v
™ Use pooled estmate of p for test
@ Summarized data
Events: Trials:
First: 10 85
Second; 8 85
Opiors...
oK Cancel

-
- Saida:
Estatisticas Testand Cl for Two Proportions
descritivas Sample X N Sample p Teste Z
~: 10 85 0,117647
2 8 85 0,084118
Difference = p (1) - p (2)
Estimate for difference: 0,0235294
J 5% cI for difference: (-0,0685074; 0,115%66) |
Test for difference = 0 (vs not = C):I z2=0,50 Pp-value = 0,618 I

IC 95% | || Fisher's exact test: 2-Value = 0,804 |

V Valor-p confirma conclusdo de néo rejeitag. H
V Zero pertence ao intervalo de confianca.

- Nao hé evidéncia amostral para rejeitgr p{ = p..
V Teste exato de Fisher:

- p-valor maior! (ndo usa aproximagao pela normal)

Resumo dos Procedimentos de
Inferéncia para Duas Amostras

Referéncias

Prof. Lupércio F. Bessegato

41



Estatistica Aplicada a Engenharia de Producéo

Bibliografia Recomendada

- Montgomery, D. C. (LTC)

Estatistica Aplicada e Probabilidade paf
Engenheiros

« Pinheiro, J. 1. D et al. (Campus)

Probabilidade e Estatistica: Quantificando
Incerteza

Prof. Lupércio F. Bessegato

a

a

42



