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Lista n° 6 — Distribui¢cdo Normal Multivariada e Multinomial.

1. Suponha que duas varidveis aleatorias X1 e X2 tém uma distribuicdo normal
bivariada e que Var(X;) = Var(X;). Mostre que a soma X1 + Xz e a diferenca
X1 — X2 sdo variaveis aleatorias independentes.

2. Suponha que Xi: e Xz tém distribuicdo normal bivariada, sendo que
E(X1|X2) =3,7— 0, 15X, E(leXl) = 0,4 — 0, 6X, e Vdr(XQ‘Xl) = 3, 64.
Encontre:

a. A meédia e a variancia de Xi. Resp.: 4 e 1.
b. A média e a varidncia de X,. Resp.: -2 e 2.
c. A correlacdo entre X1 e Xo. Resp.: -0,3.

3. Seja f(x, y) a funcdo de densidade de probabilidade de uma distribuicdo normal
bivariada. Mostre que seu valor maximo € atingido no ponto X1 = p1 € X2 = po.

4. Suponha que duas variaveis aleatdrias X1 e X2 tém uma distribuicdo normal
bivariada e que duas outras variaveis aleatdrias sejam definidas como:

Y1 =anXi +apXe+ b
Yo = a1 Xy + anXs + b
onde:
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Mostre que Y1 e Y2 tém distribuicdo normal bivariada.

=0

5. Suponha que uma variavel aleatéria X tem uma distribuicdo normal e que para
todo x, a distribuicdo de uma outra variavel aleatéria Y dado X=x é uma
distribuicdo normal com média ax +b e varidncia o? onde a, b e o sdo
constantes. Prove que a distribuicdo conjunta de X e Y é uma distribuicdo normal
bivariada.

6. Sejam Xy, X,,..., X, varidveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas, com distribuicdo normal com média p e variancia o2. Defina a média
amostral X, = % > . X. Desejamos encontrar a distribuicdo de X; dado X,,.

a. Mostre que X; e X,,. Tém uma distribuicio normal bivariada, ambas com
média u e variancias o? e o?/n, respectivamente e correlagéo 1/+/7. Dica:
sejay = Z#j X;. Mostre agora que Y e X; sdo normais independentes e

que X, e X; sdo combinagcdes lineares de Y e X;.

b. Mostre que a distribui¢do condicional de X; dado X, = #, é uma nomral
com média z,, e variancia o?(1 — 1/n).

7. Suponha que X tenha uma distribuicdo normal padréo e que a distribuicdo de Y
dado X seja uma distribuicdo normal com média 2X — 3 e variancia 12. Determine
a distribuicdo marginal de Y e o valor da correlagdo entre XeY. Resp.:
Y ~N(u=-3,0°=16)e p(X,Y)=1/2,

8. Suponha que duas variaveis aleatdrias X1 e Xz tém uma distribuicdo normal
bivariada com médias w1 e p2, variancias o? e o2, correlagio p. Determine a
distribuicdo de X1 — 3Xo.
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9. Num certo instante de tempo, as taxas de juros de 30 e 60 dias tém,
conjuntamente, uma distribuicdo normal bivariada com médias 16% e 16,8% ao
ano e desvios padrdo 4% e 5% a0 ano, respectivamente. A correlagédo entre as
taxas é 0,90. Calcule:

a. A probabilidade de a taxa de 30 dias estar entre 14% e 18%.

b. A probabilidade de a taxa de 60 dias estar entre 14% e 18%.

c. A probabilidade de a taxa de 30 dias estar entre 14% e 18%, sabendo que
a taxa de 60 dias esta hoje em 22%.

d. A probabilidade de a taxa de 30 dias estar entre 14% e 18%, sabendo que
a taxa de 60 dias esta hoje em 15%.

e. A probabilidade de a taxa de 60 dias estar entre 14% e 18%, sabendo que
a taxa de 30 dias esta hoje em 18%.

10. Faz-se uma pesquisa de precos de roupas masculinas num shopping center. Uma
amostra dos produtos existentes revela que o preco das calcas € uma variavel
normal com média R$80 e desvio padrdo R$30. O preco da camisa é, por sua vez,
uma variavel aleatoria normal com média R$60 e desvio padrdo R$25. A
correlacdo entre os pregos de calcas e camisas € 0,6. Calcule as seguintes
probabilidades:

a. De um par de calcas custar entre R$60 e R$95.

b. De um par de calcas custar entre R$60 e R$95, sabendo que uma camisa
custa R$75 nesta loja.

c. De um par de calgas custar entre R$60 e R$95, sabendo que uma camisa
custa R$50 nesta loja

d. Qual ¢ a distribuicdo condicional dos precos das camisas, sabendo que 0
preco das cacas € R$100.

11. Dado que:
X
XQ ~ Ng(p‘,, 2)1

onde

3
=10
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Escreva a funcédo de densidade de probabilidade de X.
Determine a matriz de correlacdes P do vetor aleatorio X.
Determine a distribuicdo marginal de Xo.

Determine a distribuicdo marginal do vetor aleatorio [Xi, Xs]’.
Determine a distribuicdo marginal do vetor aleatorio [Xz1, X2] .
Determine a distribuigdo condicional de Xy | X3 = —1.
Determine a distribuicdo condicional de X1 | X2 = 1; X3 =-1.
Determine a distribuicdo condicional de [X1, X2]* | X3 =-1.
[X1, X3]” e X2 sdo independentes?
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J. aiXy + a3X3 e a2X2 sdo independentes para quaisquer constantes ai, az e
az?
k. X1+ Xze X1 — Xz séo independentes?

1 1 0
} SejaY:AXJraondeA={1 10

} ea= lﬂ Determine a
distribuicédo de Y.
m. Seja W = (X — pu)’E71(X — ). Qual é a distribuicio, a média e a
variancia de W?
(Meyer —ex. 10.16, pag. 262.) Distribuicdes de Poisson e multinomial. Suponha
que Xi, i=1, 2, ..., n, sejam variaveis aleatorias independentes com distribuicéo
de Poisson, com parametros Ai, i=1, 2, ..., n. Faga X = > | X;. Prove que,
nesse caso, a distribuicdo de probabilidade conjunta de X, Xy, ..., X, dado
X =X, é dada por uma distribuicdo multinomial. Isto é:

P(X X X =2) v ( al )xl ( An )xn
=Xlyeee, =x =)= ; ol =
toob nTm ozl \ 3 N S

Suponha que (X, Xs,...,X}) tenha uma distribuicdo multinomial. Prove
E(X;) =np;e Var(X;) =np;(1 — p;),i=1,2, ..., k.

(Ross —ex. 6.11, pag. 344.) O proprietario de uma loja de televisores imagina que
45% dos clientes que entram em sua loja comprardo um televisor comum, 15%
comprardo um televisor de plasma e 40% estardo apenas dando uma olhada. Se 5
clientes entrarem nesta loja em um dia , qual é a probabilidade de que ele venda
exatamente 2 televisores comuns e um de plasma naquele dia? Resp.: 0,1458.




