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Vetores Aleatorios

Defini¢cdes Principais

- Vetores aleatorios:
v Cada componente é uma variavel aleatéria

. Vetor de médias:

E(Xl) H1

E(X>) p2
K= B = .

E(Xp) Hp

v A médiay; é uma das medidas mais utilizadas pafa
sintetizar a informacéo de tendéncia centrakKde
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- Variancia e desvio padrao:
Var(X;) = 07 = oy
DP(X;) = /o = 0

aleatoria Xem relagéo a;.
- Covariancia ¢;):

V Informa sobre a disposicdo dos valores da varia

Cov(X;, X;) = E[(Xi — pa ) (X5 — p5)]
= BE(X; X;) — B(X;) E(X;)

Vv Mede o grau de relacionamento linear entre du
variaveis aleatérias
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el

as

Vv Algumas matrizes séo positivas definidas
a'Sa > 0, Ya € RP
- Os autovalores séo todos positivos

- A matriz Z é ndo singular e seu determinante é maior q
zero

- Assim, a matriZ tera inversa )
slg=wnlog,

v Uma matriz que ndo tenha a propriedade de sime
e que nao seja ndo negativa definida ndo podera
uma matriz de covariancias

e

ria
ser
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 Matriz de covariancias):

v Variancias e covariancias de um vetor aleatdrio

g1 g12 -0 Olp

g1 022 - 02
prp = . . .

Opl Op2 .- Opp

V E simétrica ¢; = 0;)
V E néo negativa definida
a'Ya >0, Ya € R?

— Autovalores d& sédo ndo negativos
N>20,Vi=1.2...,p
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- Coeficiente de correlagéo:

- Tij — Jij

N

V E adimensional

V-1<p;<1

Vv Medida mais adequada para avaliar o grau
relacionamento linear entre duas variave
gquantitativas

v Quanto mais proxima}| de 1, maior a indicag&o dg
que existe um relacionamento linear entreX;.

V Correlacéo linear proxima de zero é uma indicach

de ndo relacionamento linear entre as variaveis

de
is
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- Matriz de correlacao do vetor aleatéXo
1 pi2 - pp
1 .-
prp = o . . p?p

pot P .. 1
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Diagramas de Disperséao (1)
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Diagramas de Disperséao (2)
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Diagramas de Disperséao (3)

02 03 404
_ o
- e -
B
2 a4 0 1 2 a0 2
05 06
- - -
. - o - °

S 7 A
Seiiead
cedr e

T ‘A."." ’ V/‘

200
m,
"
s
v
ca0
-0
v
vo1as

3

2 4 0 1 2 3 o2 4 0 1 2 324 01 23

x
Técnicas Multivariadas em Satde - 2015

Prof. Lupércio Franca Bessegato - UFJF




Métodos Multivariados em Saude - 2015
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variaveis.
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Existe uma relagio NAO —LINEAR entre as

- Variancia total:

tr(X) = o1y + o2+ oy

distribuicdo multivariada

dispersao global das variaveis
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VvForma de sintetizacdo da variancia global da

v Altos valores de variancias totais indicam uma maipr
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- Matrizes de covariancias de dois vetores aleatorios
V Vetor X com matriz de covarianciag, (pxp)
V Vetor Y com matriz de covariancid, (qxq)

p C
Cov(X,Y) = [EXEXY]
q

VI Mmatriz das covaridncias entre as variave
aleatorias de X ede Y

- Dimenséo pxq
VZyy =Ty
v Mesmo procedimento é vélido para a matriz e
correlacdes

S
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« Variancia generalizada:
det(®) = |Z|

v Também fornece uma nocéo da disperséo global|da
distribuicdo multivariada

Vv Distribuuicdes com maiores variabilidades globdlis
apresentam maiores valores de variancigs
generalizadas

Vv A variancia generalizada é influenciada pelas
covariancias (ou correlacfes) entre as variaveis
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- Exemplo: - Combinacgdes lineares:
= [? ﬂ e Sy = ﬁ 1] V Vetor de coeficientese’ = (ci, ¢z, .- -, ¢)
V Vetor aleatério: X' = [X1, Xz, ..., X;]

V Variancias totais e generalizadas L ,
Vv Combinacéo lineary = ¢'X = ¢; X; + s Xo + -+ + ¢, X,

« Tr(Z)=4eky=3

CTHE)=4el,|=2 .

2

- Mesma variancia total e varidncias generalizadps o py =cpx = (e1,¢2,...,¢) | .
diferentes Vv Média de Y:

- . . A Hop
VE possivel encontrar matrizes de covariancips _
. . a . =cip +eapr -+ cppyp
diferentes com mesma varidncia total e mesma
variancia generalizada V Variancia de Yo} = Var(Y) = Cov(¢'Ex)
Vv Ha sempre um risco na comparagdo usando apgnas = c'Exc

uma destas duas medidas
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Exemplo . Caso geral:

) o v g combinacdes lineares de p variaveis aleatérias
- Combinacdo linear:

VAl el ez ... cp| | X
Y=¢ X +GX, 7 Zy o feat e o ey Xs —CX
’ : I
L pry = dp=(c1,¢3) {# 1] Z ca ¢ X
Vv Média de Y: p2 a a Gz oo Gl [Ap
= C11 + Ccolg L. . ~ .
, v Vetor de médias do vetor de combinacgées lineares
z /
Var(Y) = oy = c'Ze pg = E(Z) = BE(CX) = Cux
13 i . a T2 C
v Variancia de Y: =leveal |0 L2 [ 1] Vv Matriz de covariancias de Z
12 022 C2
= cla11 + choan + 2e102019 ¥y = Cov(Z) = Cov(CX) = CZxC’
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Exemplo

- Combinacdes lineares:
Z,= X+ X,

v Forma matricial:
Z

11 X

v Vetor de médias dg :

12
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iz = F(Z) = Cpix = [i ‘ﬂ [’“] - {

o [E)-1t e

M1 — 2
M2 + 2

|

v Matriz de covariancias d&:

Yz = Cov(Z) = CExC = [1 *1] [fru 012] {_1 1}

1 1 a12 Jd922 11
_ |ou — 2012+ o2 o1 — 0922
011 — 092 o1 + 2012 + 092

= Cov(Z,, Z,) ndo depende de Cov(XX,)
= Se0,, = 0,, as varidveis Ze Z, séo ndo correlacionadas
[Cov(Zy, Z) = 0]
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. 2 € uma matriz de covariancias

v Matriz ortogonal:
= 0'=0!
- 0'0=00"= I,
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pXp
Vv Existe uma matriz ortogon&,,, tal que
MO0 ...00
0 X ... 0
oxo=|. . . |l =A
0 0 ... X

Teorema da Decomposicao Espectral

Vv Autovalores ordenados @&A; > A, > ... > A,

Prof. Lupércio Franca Bessegato - UFJF

« A matriz Z é similar a matriz\
P
VTraco des: (%) =tx(A) =Y\

i=1

P
V Determinante d&: det(s) = |3 = |A| = [] A
i=1

- Autovetores de&:
Vv g: autovetor normalizado correspondents a

€1
o, . €32
v i-ésima colunade O e; =

Cip
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. Matriz ortogonalD: O=ler e:... ¢, - Equagéo caracteristica:
v Os autovalores sdo solucéo da equacao caracterisfica:
Spxp — ’\IPXP‘ =0

- Teorema da decomposicao espectral:
como 0'%,,,0=Ae0™ ' =0’

P
entéo X,., = 0A0 =) \ee]
i=1
v g tem comprimento unitario
leill = /e +eh+---+ef, =1

v Produto escalar dos autovetores:
- Projecéo do vetog eme

, 1 ,sei=3j
€& = L,
0 ,sei#j
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Estimacao de Parametros .- =
¢ « Vetor de médias amostraiX)
- Parametros populacionais precisam ser estimgdos V E estimador n&o viciado ds,.
- Amostra aleatéria de observacdes multivariadas L 2
Vv n vetores aleatdrios independentes e identicamente X=c Z;X =1
distribuidos . X,
Xu X Xn1 Vv X;: média amostral da i-ésima variavel
Xlg XQQ Xn?
1= . 3 X’Z = . PR Xﬂ = .
le X2p an
v Matriz de dados:
Xll XIQ P le X’l
Xop Xoo ... Xgp 5
Xnxp = : : .. : =1
Xul Xn‘Z [ an X:J

Prof. Lupércio Franca Bessegato - UFJF



Métodos Multivariados em Saude - 2015

- Matriz de covariancias amostrafs)( « Matriz de correlagdes amostraR)(
vV E estimador n&o viciado d&,. Rl le glp
Sl] 512 Sl]) Rpxp: " . »zp -
312 Szz Szp . : . :
T Ry Ry ... 1
Sy S ... Sp V Elementos da matriz de covariancias amostral:
v Elementos da matriz de covariancias amostral: Sy o
R;; = , para i # j.
8, = , n—1 _ o obemrey ) = R; € a covariancia amostral das variaveis padronizadas
! Dot (K — Xi) (X — X;) L
o , para i # j
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. Relacdo entr&eR: Teste de HipGteses para p

Vv D”2 matriz dos dczsviosopadrao a(gnostrais « Suposicao:
, o11 V5% 0 VX e X; tém distribuicdo normal univariada.
Dl)xl) = . . . . H A
PXF : : : . Hlpoteses:
0 0 ... /8
_ N Vo ) » VHy p;=0vs. H:p; 20
Vv Matriz de correlagées amostraiR,., = D"/*SD"". .o
- Estatistica de tesnT 5 \/ﬁ
=M\ RE
v Matriz de covariancias: S,x, = D'’RD"*. o
. V R;: correlagéo amostral observada entye X;.
Xk — X

Vv Observacao padronizadéz;;, =

Distribuicdo amostralr = r;; %+, _,
V Rejeita-se [gse 7| > t(, 1),

VS
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- Estimacdo das matrizes de covariancias e
correlagcéo
v Tamanho da amostra (n) deve ser maior que p
V E adequado trabalhar com um ndimero maior que p

Técnicas Multivariadas em Satde - 2015

de

Normal Multivariada

- Suponha que tenhampwariaveisXy, X,, ..., X
V Vetor de componentesX' = [X1, Xs, ..., X,].
V Vetor de médias: &' = [r1, p2, -+ ).
V Matriz de variancias e covariancias

p

g1 g12 vt O

o1 022 - O
Yx = . L .

O1p 92 .-+ Opp

V Variancia da variavel aleatori§: Var(X,) = 0;; = o?
Vv Covariancia entre Variavel eX;: Covar(X; X;) = oy

Técnicas Multivariadas em Ecologia - 2014
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Distribuicdo Normal Multivariada

Funcéo de Densidade de Probabilidade

- Distribuicdo Normal Univariada: | distancia quadratic

1Y

padronizada
1 1/ex—pn 2
f-*("’)‘\/m”‘"{z( z )}

- Distribuicdo Normal Multivariada:

1 1 /=1
fX(x)z(er)P/?ZP/QeXP{Q(x“)i (x*#)}

Padronizacgéo volume
sob superficie

distancia generalizada
quadrética padronizad

[

Técnicas Multivariadas em Ecologia - 2014
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V Distancia de Mahalanobis do vetar ao vetor de Vv Funcéo de densidade da normal p-variada pode [ser

médialL expressa como:

(x—p) 2 (x—p) 1 fx- 1
=ke ——(x— —e;e] -
- Distancia padronizada ou distancia estatistica fx(x) DXP{ g (=) (; Ai ) 5 “)}
a i -vari 11

vV Funcéo de denIS|dade da normal p-variada pode [ser —kexp{ 23 L [l (x - )]?

expressa como: 2N

P —onde ;. _ 1
fx(x) = koxp{; (x— ) (Z j_efe:;) (xu)} N k= GrEn

i=1 "

:k‘ex _1 5 L[e’(x_ )]2
’ 21‘:1 A g
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v Fung&o de densidade da normal p-variada pode [ser V Para todos os vetores x e para C constante, tais que
expressa como: vy ,
. oy C=(x-p) T (x—p) =D [l (x—p)°
—kexpq—= (x— ) (] —eiel | (x— N =
fxlx) OXP{ g = (Zl Aiee') . 'u)} VA fungdo de densidade assume o mesmo vajor

1e- 1 ) numérico
=kexpg —= —el(x—p) . T
2N v Curva de mesma densidade tem formato de elipséide
—onde ;. _ 1 - Eixo principal: direcdo correspondente a variavel de major
- (2mps|i variabilidade

— (maior autovalor)

- Segundo eixo: relacionado com a variavel de segurlda
maior variancia

- (segundo auto valor e assim por diante)

Técnicas Multivariadas em Ecologia - 2014 Técnicas Multivariadas em Ecologia - 2014
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Normal Bivariada . Curvas de nivel de uma normal bivariada
» Funcéo de densidade de probabilidgae?) C? = (x—p) 57" (x — )
2 ! 1 a1 —m\? | (22— 2\
o+ el 22 ([ (R e
P (w0, 2) 2raaay/1 — piy CXP{ 2(1 - piy) |:( a1 ) * o T 1= 7 72
' — T — T3 —
() e () (222)]} e L m () (2]
a2 a1 ag :

fix)

A presencga de correlacdo causa concentra¢éo
da probabilidade ao longo de uma linha

0 xXi=>

Vv Maior semi-eixo: _<_

A1

L. C
v Menor semi-eixo —
VA2

Tég\lcéSr)Mumvanadas em Ecologia - 2014 Técnicas Multivariadas em Ecologia - 2014
- Variaveis ndo correlacionadgs { = 0) . X1 e X2 independentes
P xa(@1,2) ! e ! (““*‘“) v
x1,L2) = === CXP | — .
X1, X015 02 271_0_10_2 1= A p 2(1 — p%) o1 - z —
2 —
Ty — g xy — 1 T2 — 2 e
+ (—) = 2p12 (—) (—) } /,ﬁ
_ 1 ox _1 (.’L‘l—Ju,l)Z uw,: @/
- N P 2 o1 2l o ; — .
1 1wy —py ? . ? B % v i : :
X 7\@02 exp { 2 ( o2 ) } mit =m2=0; sigmal =sigma2=i

:fx,(ah)fxg(ﬂ?z)
VX, e X, serdo independentes se elas forem ngo
correlacionadas
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.« Corr(Xy, X,) =0,8 Efeito Correlacéo

x2

=) /| V /
. , ez
‘ /Q// ° 02 c=

P 0.5 c=08 ¢=0.866
VA presenca de correlagdo causa concentracdo| da c=09 =095 =099 c=0995  =0.99995
probabilidade ao longo de uma linha
- Variancia generalizada — Normal bivariada Propriedades da Normal Multivariada

| = opom(l - p?)
Seja o vetor aleatéri® ~ Normal p-variada

\/A_ medida quep tende alzgro a superficie fica maip V Se cov(X, X,) =0, entdo X e X, sdo independentes
dlspgrsg em torn.o da mgdla V As densidades marginais sdo normais
(variancia generalizada maior) X ~N(lL, 0,)
i i Mii

v Quanto maior o valor dep] menor sera a variancig

generalizada Vv As combinacdes lineares construidas com componentes

de X sao normais

v Qualquer conjunto de k variaveis d¢ k < p, tem
distribuicdo normal k-variada

Técnicas Multivariadas em Ecologia - 2014 Técnicas Multivariadas em Ecologia - 2014
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Vv As distribuicdes condicionais envolvendo subconjunfos
de variaveis aleatorias desdo normais
v Combinacdes lineares de vetores aleatérios que tenham

distribuicdo normal multivariada também s&o - - .
normalmente distribuidas Verificagéo da .HIpOtese de
Normalidade

Técnicas Multivariadas em Ecologia - 2014
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Distribuic6es Univariadas — Verificagéo da

Métodos de Verificacdo — Normal ‘
Multivariada Normalidade
- Avaliacao gréfica
- Andlise das distribuicbes univariadas |e V Verificacdo de simetria
bivariadas auxiliam na verificacdo da suposi¢cfio - Histograma (n>25)

- Grafico de pontos (n pequenos)

de normalidade p-variada
V Gréficos de probabilidade normal

v Demonstrar que distribuices univariadas |e

bivariadas sdo normais ndo implica que o vetpr - Testes de hipoteses
aleatdrio seja normal multivariado V Ryan-Jones

Vv Na préatica, € muito grande a chance de o vetor $er v Shapiro-Wilk
normal, quando aas distribuicbes normais |e V Anderson-Darling

bivariadas sdo normais

Técnicas Multivariadas em Ecologia - 2014
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Graficos de Probabilidade Normal - Grafico de probabilidades normal dos dados:

Probability Plot - Tempo de Vida de Baterias

Normal

b

Vv Pontos proximos da reta indicam que a hipotese |[de
normalidade permanece defenséavel

- HA muita variabilidade na linearidade para amostrps
pequenas.

- Em geral, ndo séo informativos a menos que o tamarfho
amostral seja moderadamente grande 20)

- Linearidade do gréfico de probabilidade pode ser medida
pelo coeficiente de correlagéo entre os pontos :

Vv Padrdes de desvio podem fornecer pistas sobr
natureza da ndo normalidade Vv Ser mais influenciado pelos pontos do meio glie
pelos dos extremos

v Eixo y com escala de probabilidades (escala z)

Percent

¥Es58538 & R

w B

160 170 180 190 200 210 220 230

1%

QO
x
=]

Técnicas Multivariadas em Ecologia - 2014

Grafico de Probabilidades Normal  Distribuicdo de cauda leve

Uniforme

- Pode ser util na identificacdo de distribuicogs .
gue sejam simétricas mas que tenham caufas
mais pesadas (ou mais leves) que a normal

Percent

LR EREER IR N

1

0,9 L2

Vv Pontos a esquerda tendem a ficar abaixo da linhafe a
direita tendem a ficar acima

- As menores e maiores observacdes nao serao tdo extrgmas
como se esperaria de uma normal

Prof. Lupércio Franca Bessegato - UFJF
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- Distribuicdo de cauda pesada

Percent

B EE88 48 8 8

-5,0 2,5 0,0 2,5 5,0 75

Vv Pontos a esquerda tendem a ficar acima da linha
direita tendem a ficar abaixo

v Gréfico em forma de S

Distribui¢cfes Bivariadas — Verificagido da
Normalidade

- Diagrama de disperséo de pares de variaveis:

v Observacdes provenientes de normal mulvariada:
- cada distribuicao bivariada sera normal

- plot dos pontos bivariados observados devem exi
padréo global aproximadamente eliptico

Técnicas Multivariadas em Ecologia - 2014
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r

« Distribuicdo assimétrica

Exponendial (1)

8

Percent
w B B E88838 8

-2 -1 0 i 2 3 4 5

Vv Pontos de ambas as extremidades tendem a €
abaixo da linha

v Gréfico tem forma curvada

star

Distancias Quadraticas Generalizadas

- Método mais formal para julgar a normalidade

V Distancia estatistica de cada ponto amostral
centréide de todas as observacdes

@ = (x;-%)S7(x; - %), j=12...n

Vv Pode ser usada papa> 2
V X4, Xg, ..., X, ObSErvacées amostrais

Técnicas Multivariadas em Ecologia - 2014
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+ Se populacao for normal multivariadane (n — p)
forem suficientemente grandes
Vv Cada uma das distancias quadraticas deveria
comportar como uma variavel aleatéga

v Embora essas distancias ndo sejam independente
exatamente distribuidas como urga é util plota-las
como se fossem

Técnicas Multivariadas em Ecologia - 2014

Exemplo

- Estudo polui¢édo do ar

Vv Amostra: 41 cidades americanas

V Variaveis:
- SO2: concentragdo no ar (mg/m3)
- Temp: temperatura
— Popul: populagéo, em milhares (censo 1970)
- Vento: velocidade média anual (milhas/hora)
- Precip: precipitagcdo média anual (pol)
- Dias: numero médio anual de dias de chuva

v Dados: USairpollution (pacote: HSAUR2)

Técnicas Multivariadas em Ecologia - 2014

Prof. Lupércio Franca Bessegato - UFJF

se

S ou

Q-Q Plot

 Procedimento:
Vv Ordenar as distancias quadraticas:
-y sdp?< .. sdp?s
V Plotar os paresy ((j — ¥2)h), d(j)?)
V g (i — ¥2)h) € o 100] — ¥2)h percentil superior de
umax?,
- Em um gréafico de? os pontos deveriam estar préximo
da linha reta

Técnicas Multivariadas em Ecologia - 2014

(2]

- Histogramas das variaveis (univariada)

Densidade Demsidade Dens idade

nsidade

s02 . Vento
53!—'—\*. — é 33%
oomom om0 T e 70 oow o e ey §O2 @ Precipitagdo:
- Forte assimetria
Tem Precil - . ~
’ i Industrias e Populacégq:
ed {1 =  fed [ M L .
e ® o m @ ° " 0 nomowoae mow - Indicios de outliers
Indust . Dias
| S — [ R S
Pop
¥ I

Técnicas Multivariadas em Satide - 2015

16



Métodos Multivariados em Saude - 2015

- Gréaficos de probabilidade univariados .
w & i . Teste de normalidade

iL__,{ﬂ M V Hy: dados se ajustam a distribuicdo normal

v H,: dados néo se ajustam a distribuigdo normal

aansniee aaniniee V Gréficos para SO2 e Precipitacdo
Temp Precip desv|am_se COhs'deravelmente da i ::s:‘:z;iiz(iizi{;;:olnames (dados), function(x)shapiro.test(dados[[x]])$p.value)
e . . .
: : SM linearidade L1
g% M = : L , i 502 9.723376e-06
IR =0z |V Gréficos para Indlstrias ¢ remp  2.214972e-02
Quantl mérico Quantl wérico ~ . - . —
Populagéo evidenciam outliers e 3622708008
Indust Dias Wento 6.972580e-01
g 8 Precip 3.72531le-02
N . < “ Dias  2.419457e-01
2 El ] 1 2 2 - 0 1 2
s s VvV Néo se rejeita a hipoétese de normalidade paralas

variaveis Vento e Dias

o 2000
[
! g
s

Quanii érico
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- Diagramas de disperséao (bivariada) - Gréfico das distancias generalizadgd:(

45 60 75

o
| Chicago

vV SO2 e Precipitacéo:
- Formato nao eliptico

o | o
~

Fhoenix

V Industrias e Populagaq: g o Frovaence
- Indicio de formagéad 3
eliptica g o J
T
0 5 10 15
Quantil
v Gréfico detectou possiveis outliers nos dados multivariados

- Desvio da variabilidade natural dos dados
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« Hipotese de normalidade individual € menos crucial gm
situacbes em que o tamanho amostral é grande €| as
técnicas dependem da média amostral (ou de distangias
envolvendo essa média)

Comentarios

\3174

. E dificil construir um bom teste global dg
normalidade conjunta em mais de duas
dimensdes

- Hipétese de normalidade aparenta estar violada

Vv As marginais aparentam ser normais? E aalgunpas
combinacgdes lineares de componentes X

v Diagramas de dispersdo de diferentes caracteristicas
tém aparéncia eliptica?

vV Ha outliers que devessem ser verificados?
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Teste de Hipdteses para a Matriz de . Estatistica de teste, [, Lo .
Correlacéo [n s+ )] ;hl(m
. Suposicdo: \/-)\i: éutc-)villores da matriz de correlagéo
V Vetor aleatério é normal p-variado + Distribuicdo amostral: T Xgi» com gl = %p(p -1
+ Hipdteses:
VHg Py =1pvs HE P # 1,

1"2)

Vv Equivale a testar se as variaveis sdo independente
— (matriz de covariancias diagonal)
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Exemplo

- Matriz de correlacdo amostral (n=40):
1 0,8 0,6 0,7

0,8 1 0,4 0,5

0,6 0,4 1 0,3|°

0,7 0,5 0,3 1

v Autovalores de R:
~A\1=2,687A,=0,714;A,=0,486 e\, = 0,113
V Estatistica de teste:
T=-— [40 - %(2(4) + 11)} (In(2,687) + In(0, 714) + In(0, 486) + In(0, 113)] = 82,81
— Graus de liberdade: p(p — 1)/2=6
Vv Valor criticox?, ¢ 0s= 12,59

v Concluséo:
- as 4 variaveis ndo sdo mutuamente independentes
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Rdx'l =

. Comentarios

V Existem outros coeficientes que medem a associagéo

entre varidveis que independem da suposicao
normalidade:

- Teste ndo paramétrico de Kendall

- Teste ndo paramétrico de Spearman

de

V Transformar os dados originais € uma alternatiya

guando os dados ndo provém de normal multivariagia

- Classe de transformagdo muito utilizada: Box-Cox

- Nem sempre é possivel obter uma transformacao adequpda
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