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APLICACOES DE CADEIAS DE MARKOV NO
PLANEJAMENTO DE CARTAS DE CONTROLE POR
ATRIBUTOS

Fernanda Ferreira de Sousa'
Lupércio Franga Bessegato®

RESUMO

Nesse trabalho, considera-se um procedimento para controle oz-line por atributo que consiste
na inspe¢ao de um dnico item a cada 7 itens produzidos. Baseado no resultado da inspegao, de-
cide-se se ocorreu um aumento na proporgao de itens defeituosos (nao conformes) produzidos.
Caso o item inspecionado seja classificado como ndo conforme, ajusta-se o processo produtivo
de maneira que a proporgio de itens niao conformes retorne a sua situagio original. O modelo
probabilistico do sistema de controle emprega propriedades de uma cadeia de Markov ergddica
para se obter a expressao do custo médio desse sistema por unidade produzida, a qual pode ser
minimizada como uma fungio do intervalo de amostragem, 7. Utiliza-se planilha eletronica do
Microsoft Excel® 2010 para proceder a busca do pardmetro étimo de planejamento (72°).
Palavras-chave: Controle de Qualidade por Atributos. Planejamento Econémico. Cadeias de
Markov. Planilha Eletronica.

INTRODUCAO

Espera-se, em geral, que um processo de produgio seja estdvel ou previsivel, ou seja, que ele

tenha capacidade de operar com pequena variabilidade em torno de dimensées-alvo das caracteristicas
de qualidade do produto. O controle de processo abrange técnicas de resolucio de problemas e de
decisao que sdo importantes para alcancar a estabilidade do processo e a melhoria de sua capacidade.

Muitas caracteristicas de qualidade niao podem ser representadas convenientemente por meio

de ndimeros. Nesses casos, classificam-se usualmente cada item inspecionado como conforme ou nao
conforme, de acordo com as especificacoes dessas caracteristicas de qualidade. Taguchi e outros (1989)
propuseram um método econdmico para monitorar em tempo real caracteristicas da qualidade, tanto
de varidveis, quanto de atributos. Esse método ¢ conhecido como modelo de Taguchi para controle on-
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line de processos. No caso de controle por atributos, considera-se um processo que inicia sua operacio
sob controle, produzindo itens com uma fragao nao conforme p. Apés a ocorréncia de uma causa
especial, o estado do processo torna-se fora de controle e a fracio de itens niao conformes passa para
Py Py < P, < 1 (estado fora de controle). O processo continua produzindo nesta condigdo até que a
mudanga na propor¢io de itens nao conformes produzidos seja detectada e o processo ajustado. Se o
item for ndo conforme, para-se o processo para investigagao e ajuste. ApSs o ajuste, a fracio de itens
nio conformes retorna ao valor inicial p. O procedimento consiste na inspegio de um tnico item
a cada m itens produzidos. Busca-se o intervalo étimo entre amostragens, 7° que minimize o custo
médio do sistema de controle.

Nayebpour e Woodall (1993) desenvolveram modelo para controle on-line por atributo
que formaliza um mecanismo de falha para o processo, assumindo que, a cada item produzido, a
probabilidade de o processo sair de controle (6) é constante. Com essa consideragio nao se pode obter
uma expressao explicita para o intervalo étimo entre inspegoes (72°), exigindo procedimento numérico
para determinagio do valor de minimizacdo da funcio de custo médio do sistema de controle. O
procedimento de controle on-/ine de processos foi estudado por muitos autores, tais como, Nayebpour
e Woodall (1993), Borges e outros (2001), Trindade e outros (2007), Quinino e outros (2010),
Bessegato e outros (2011, 2012). Encontra-se em Bessegato (2009) uma extensa revisao de literatura
sobre modelos de controle on-line por atributo.

Este trabalho propée-se a estudar caracteristicas do planejamento econdmico de procedimento
de controle on-line por atributo, compreendendo a busca do parAmetro étimo e do correspondente
custo unitdrio do sistema, em func¢io dos pardmetros probabilisticos e de custo adotados. Discutimos
as propriedades assintéticas de cadeias de Markov e as adotamos na modelagem do planejamento
econdmico de controle on-line de processos por atributo. O modelo ¢ detalhado e sao calculados os
custos médios dos estados associados a essa cadeia. Utiliza-se planilha eletronica do Microsoft Excel®
2010, para o cdlculo do custo médio por item produzido e enviado ao mercado.

METODOLOGIA

CADEIAS DE MARKOV

As cadeias de Markov sao usadas como modelos probabilisticos para uma variedade de situagoes
em biologia, administracio, engenharia, fisica e outras dreas. Esse modelo é usado para descrever um
experimento que ¢ repetido da mesma maneira muitas vezes, sendo que o resultado de cada repeti¢ao
do experimento pode ser um dentre alguns resultados possiveis e previamente especificados. Além
disso, supde-se que o resultado de cada ensaio s6 depende do ensaio imediatamente anterior (Lay,
1999).

Considere uma sequéncia de varidveis aleatérias /X /, n = I, 2, ..., supondo-se que o conjunto
dos valores possiveis dessas varidveis seja £ = {1, ..., R}. A cada passo n, as transi¢oes possiveis entre os
estados da cadeia atendem a propriedade markoviana, ou seja, a probabilidade de transi¢io do estado
i para o estado j em um passo da cadeia ¢ dada por P = P{x  =j|x =i...x, =i} ="Plx  =jx =i}
Nesse trabalho, considera-se que as probabilidades de transi¢io nio dependem de n, dizendo-se assim
que a cadeia é¢ homogénea no tempo.

A matriz P = [Pij]RxR ¢ a matriz de probabilidades de transi¢ao da cadeia de Markov. Salienta-se
que a soma de qualquer linha da matriz P ¢ 1. Assim, conhecendo-se a distribuicio de probabilidades
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da cadeia no instante 4 (o), pode-se calcular sua distribui¢io no instante & + 1 (a,,,), por meio da
expressao o', = a’, P, com a’, = [a, (1), ,(2), ..., o (R)], com o, (§) = P{ X, = i}.

Um aspecto interessante das cadeias de Markov ¢ o estudo de seu comportamento a longo prazo.
H4 cadeias denominadas ergédicas, com propriedades que garantem que hd um vetor estaciondrio
(ou vetor de equilibrio), m, tal que @’ = ' P. Esse vetor ¢ tnico, tendo-se que, qualquer que seja a
distribui¢ao de probabilidade inicial da cadeia (o)), o', converge para T, quando # — = (Lay, 1999).
Cada componente do vetor da distribui¢io invariante (1) pode ser visto como a propor¢io de tempo
que o sistema de produgao visita o estado correspondente, apés um nimero suficientemente grande
de inspegdes.

MODELO PROBABILISTICO

Seja um processo que produz itens individuais e independentes a cada unidade de tempo. Ele
inicia operando sob controle, possuindo uma fragio de itens nao conformes p. Ele passa a condigao
fora de controle em algum instante aleatério, devido a causa especial. Nesse trabalho, a duracio do
processo sob controle é medida por meio da quantidade de itens produzidos antes da mudanca de
estado do processo (tempo de falha discreto). Para garantir que a produgio opere sob controle, a
regra de monitoramento estabelece as situagdes em que se ajusta o processo, assegurando assim seu
retorno a condi¢do inicial. O objetivo é o estudo do comportamento a longo prazo desse processo,
primordialmente o custo unitdrio por item produzido e enviado ao mercado. Esse trabalho considera
que o processo passa a condigio fora de controle, devido a causa especial, em algum instante aleatério,
assumindo que, a cada item produzido, a probabilidade 6 de o processo sair de controle é constante,
0 < 0 < 1. Apés a falha, o processo torna-se fora de controle, com fragio de itens nio conformes
Py Py > Py A proporcio de itens nio conformes retorna a seu valor inicial, p,, somente apés uma
intervencdo para ajuste do processo produtivo. Para monitoramento do processo, inspeciona-se um
tinico item de acordo com o seguinte critério: se a peca inspecionada for nao conforme, o processo
produtivo ¢ considerado fora de controle, sendo instantaneamente paralisado e ajustado para retornar
ao estado inicial de producio sob controle, apés o que se produz novamente uma sequéncia de
itens até a proxima inspecdo, repetindo-se o procedimento. A Figura 1 apresenta o fluxograma do
monitoramento do processo.

Custo do Monitoramento por Item
0,450
0,400 \
Im’ci(.) do clicl_o: 0,350 \
Produgio de m itens 0,300
0,250 ‘\
0,200
Inspeciona-se o \
m-ésimo item 0,150 \
0,100
0,050
PI?CCSSOC' Nao Sim 0,000 T T T T I T I T T T T T T I T T T T T I T I T T T T I T T T T T T TT T T
ajustado 2 7 12 17 22 27 32 37 42 47 52 57 62 67 72
Fig. 1 - Fluxograma do sistema de monitoramento Fig. 2 — Custo médio vs. m
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O monitoramento e a regra de decisio sobre o ajuste no processo podem ser modelados como
uma cadeia de Markov ergddica, em tempo discreto, em que cada passo de cadeia representa um ciclo
entre inspecoes sucessivas. O conjunto de estados dado por £ = {(w, s); w =0, 1 e s = 0, 1}, com w
indicando se o processo estd sob controle no instante da amostragem e s, a decisao sobre o ajuste do
processo. Quando: w = 0, ao final do ciclo de monitoramento, o processo estd fora de controle e opera
com aumento na fra¢io de nio conformes (p,); w = 1, todo o ciclo de monitoramento ocorre com o
processo sob controle (fragio de nio conformes é p ); s = 0, o item inspecionado é nio conforme e
o processo de produgio é ajustado; s = 1, o item inspecionado ¢ conforme e decide-se nio ajustar o
processo.

Suponha que ¢ constante a probabilidade 6 de o processo sair de controle durante a fabricagao
de cada item (desde que ele tenha sido iniciado sob controle). Essa hipétese equivale a supor que o
processo de produgio nao se deteriora com o tempo. Defina entdo (), a probabilidade de o processo
sair de controle durante ciclo de monitoramento em que se produzem m itens, cuja expressao é:

¢(m) =1-(1-0)" (1)

As probabilidades de transicdo entre os estados sdo denotados por P 1) i €M QUE (w,s)
¢ o estado da cadeia na conclusio do i-ésimo ciclo de monitoramento. A matriz de probabilidades
de transi¢do é dada por P = [P(W] 9. ok W) para todo (w, s) € E. Para ilustrar, Py 0 Tepresenta a
probabilidade de que o processo seja ajustado no préximo ciclo [estado (1,0)], dado que nio ocorreu
mudanga do processo no ciclo atual.

Apés ajuste do processo, ele retorna a sua condico inicial e o préximo ciclo de monitoramento
¢ iniciado operando sob controle. Por outro lado, a probabilidade de ocorrer mudanca no estado do
processo durante o ciclo atual é ¢(72). Assim as probabilidades de transi¢ao dos estados (0, 0), (1, 0) e

(1, 1) para os estados (0, 0) e (0, 1) sdo, respectivamente:

P =P =P = @(m)p, 2)

(1,0),(0,0) (1,1),(0,0) (0,0),(0,0)

P<1,0),(0,1) = P(l,l),(O,l) = P(oo ©.1) = @(m)(1- v ) ©)

Além disso, a probabilidade de o processo permanecer sob controle, dado que o ciclo iniciou-se
nessa situagao é 1 — @(m). Assim, as probabilidades de transi¢do dos estados (0, 0), (1, 0) e (1, 1) para
os estados (1,0) e (1, 1) sao, respectivamente:

Pyonn =P = Lo = [1-00m)]p, )

(1,0),(1,0) (1,1),(1,0) (0,0),(1,00 —

P(I,O),(],I) = P(l,l),(l,]) = Po 0),(1,1) ~ [1-¢(m)] (1—])0) )

A partir do estado (0, 1), situagdes em que o ciclo atual estd fora de controle durante a amostragem
e o item inspecionado ¢ conforme, sdo possiveis transicoes unicamente para os estados (0, 0) e (0, 1).
As probabilidades dessas transicoes sio, respectivamente:

Ponon =2 (©)
Ponon=1-2 @)
Nao é possivel transi¢ao do estado (0, 1) paraosestados (1,0) e (1, 1), ouseja, Py ao=Lo.an=9-

A matriz P ¢ ergddica e, portanto, hd distribuicao estaciondria que é denotada por T = [ (s 5); (w3 5)
€ E']. Esse vetor ¢ a solugio do sistema de equagoes lineares ' = TP, com a restrigio de que. Zn(w,s) 1. Sua
solucio é:
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@(m)(1-p1) [1-9(m)](1-p)p,

n(0,1) = ——— n(l,1) =
o(m)[1-p,]+p, o(m)[1-p ]+p,
(m) [1-p(m)] ®
7(0,0) = & 7(1,0) = PLm)1PoP
e(m)[1-p 1+p, o(m)[1-p,]+p,

A probabilidade n(w, s) pode ser considerada como a propor¢ao de tempo que o sistema de
monitoramento visita o estado (w, s) apés uma quantidade suficientemente grande de inspegoes.

Considerando um grande nimero de inspegoes, pode-se obter, por exemplo, P{X  =(1,0) | X =
(0,0)} que indica a proporgio de vezes em que os ciclos do estado (0, 0) foram imediatamente precedidos
por ciclos do estado (1, 0). Sua expressio é:

P{X =(0,0)|X =(1,0)}P{X =(1,0

P{X =(0,0) | X | = (1, 0)} é a probabilidade de transi¢io do estado (1, 0) para o estado (0, 0),
P 4)0.0 Por outro lado, considerando que o processo de produgao opera hd muito tempo, podemos
aproximar as probabilidades incondicionais da expressao (9), por suas equivalentes na distribuicao

estaciondria, ou seja, P{X = (1, 0)} = n(1,0) e P{X = (0, 0)} = m(0,0). Dessa maneira, temos que:

P T
P{X -1=(1,0)|X =(0,0)}= — 1200 00 (10)
" " 1t(0,0)

As expressoes de P{X | = (1,0) | X =(0,0)} e P{X =(1,0)|X =(0,0)} sao obtidas de maneira
similar. Assim, considerando um grande nimero de i mspegoes, a proporgio de vezes em que ciclos de
monitoramento associados ao estado (0, 0) sio iniciados com o processo sob controle, p (0,0) é:

20,00 = PX-1=(1,1)uX =(0,0)|X =(0,0)}
) Pooany™LD=L o oo t(1,0)+P 0 1(0,0) (11)
7t(0,0)

2(0,0) = p,

De maneira similar, obtém-se p[(O, 1)=p,.

CUSTOS DOS ESTADOS DA CADEIA

A estrutura de custos considerada é similar aquela adotada por Bessegato e outros (2011),
Para a composi¢ao do custo do sistema de monitoramento sio considerados trés de seus aspectos:
inspecio, ajuste e envio de itens ndo conformes ao mercado. Supde-se que os itens inspecionados sao
descartados. Adotamos a seguinte notagao: c_ o €0 de custo de classificacio e descarte de um item
inspecionado; ¢ _, ¢ o custo de item defeituoso que segue para o consumidor final ou para as préximas
etapas do processo; ¢, ¢ o custo de ajustar o processo. Além disso, denota-se por C(w;, 5) o custo médio
do estado (w, s).
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Quando a cadeia alcanga os estados (1, 0) e (1, 1), todos os itens sao produzidos com o processo
operando sob controle. Nesse caso, a quantidade média por ciclo de itens nao inspecionados defeituosos
é p,(m — 1). Assim, o custo esperado dos ciclos (1, 0) e (1, 1) sdo, respectivamente:

(1,0) = €t Wm-1)c +c (12)
c1,1) = €t W(m-1)c (13)

Quando o processo estd fora de controle durante a amostragem [estados (1, 0) e (1, 1)], hd duas
situaghes a serem consideradas para a determinagio do custo médio de itens defeituosos enviados ao
mercado. O primeiro caso refere-se aos ciclos que sao iniciados com o processo de produgio fora de
controle, em que o nimero médio de itens nio inspecionados defeituosos é p (7 — 1). A segunda
situacdo refere-se aos ciclos durante os quais o processo tornou-se fora de controle (aumentou a fracio
de nao conformes do processo). Nessa situagio, é razodvel admitir que o processo, em média, saiu de
controle na metade do ciclo. A quantidade média de itens defeituosos enviados a0 mercado ¢ entao
(p, + p)(m — 1)/2. Empregando (11), o custo esperado dos ciclos de monitoramento associados aos
estados (0, 0) e (0,1) sdo, respectivamente:

(py*p,)

(0,0) = cimp+cm(m—1) [p[(0,0) > +PF(O’0)P1] +c, (14)
@2,

c(0,1) = ‘mp*%(m’l) [p[(O,l) 5 +pF(O,1)pl] (15)

com p (0, 5) = p (0, 5),s=0, 1.

Para um grande niimero de inspecoes, o custo médio de cada ciclo de monitoramento (C) ¢ o
custo de cada estado, ponderado pela propor¢ao de vezes que o processo passa por cada estado. Assim,
considerando-se que C ¢ fungio do intervalo entre inspegoes, 72, tem-se que:

C(m) = €(0,0)7(0,0)+C(0,1)7(0,1)+C(1,0)7(1,0)+C(1,1)7(1,1) (16)

O custo médio por item produzido e enviado ao mercado é entio:

Cl
¢ om)= 22 (17)

Naio se pode obter uma expressao explicita para (17) e a solugio é alcangada computacionalmente.
Busca-se 7%, o valor de 7 que minimiza C ().

APLICAGAO E RESULTADOS

O exemplo descrito nesta segdo se baseia em Bessegato e outros (2011). A escolha foi motivada
pela simplicidade e pela facilidade de ajuste para outras aplicagoes. Geralmente, qualquer processo de
alta precisio que utilize controle automdtico fundamentado na coleta de observagoes individuais pode
ser aprimorado pelo procedimento discutido neste trabalho.

Dados histéricos permitem adotar 2, = 0,001 como a fracao de itens de itens nio conformes
do processo de produgio (processo sob controle) e a mudanga para um processo fora de controle
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(proporgao de itens nio conformes produzidos, p, = 0,05) pode ocorrer com probabilidade constante,
q=0,0001 em cada item produzido com o processo sob controle. Os custos de operagao do sistema de
monitoramento da producdo sdo estimados por ¢, = $0,025, ¢, = $100, ¢, = $20.

Diante das condi¢des de operagao apresentadas acima, a melhor estratégia de monitoramente
encontrada ¢ constituida por 7’ = 15. O custo médio unitdrio dtimo do sistema de monitoramento
corresponde a $0,083054. A busca do valor 6timo do parimetro de planejamento foi exaustiva e
foi efetuada por planilha eletrénica do Microsoft Excel© 2010. A Figura 2 mostra a curva do custo

esperado versus o intervalo de amostragem 7.

CONCLUSAO

O presente trabalho apresenta algumas das caracteristicas do planejamento econdmico de
procedimento de controle on-line por atributo, compreendendo a busca do parimetro 6timo de
planejamento (intervalo entre amostragens, ) e de seu correspondente custo unitdrio 6timo [C (2°)].
Salienta-se a simplicidade do método e sua aplicabilidade em uma ampla gama de situagées. O
uso da planilha eletronica mostra-se uma importante ferramenta na andlise rdpida dos resultados,
principalmente quanto a observac¢io de seu comportamento quando da alteracio de parimetros
probabilisticos ou de custo (dados de entrada do modelo). O uso de propriedades de cadeias de Markov
facilita a modelagem e a compreensao do problema.

Em trabalhos futuros, pode-se estudar a sensibilidade dos resultados em relagio a variagdes de
dados de entrada, bem como a andlise dos efeitos decorrentes da incorporagio de erros de classificagao
no modelo.
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MARKOV CHAIN APPLICATIONS IN ECONOMICAL DESIGNS FOR
CONTROL CHARTS FOR ATTRIBUTES

ABSTRACT

In this paper, it is considered a procedure for on-line control for attribute that consists of ins-
pecting a single item for every 7 produced items. Based on the results of the inspection, it is
decided whether there was an increase in the proportion of produced nonconforming items. If
the inspected item is classified as nonconforming, the production process is adjusted so that the
proportion of conforming items back to their original position. The probabilistic model of the
control system employs properties of an ergodic Markov chain to obtain the expression of the
average cost of the system per unit produced, which can be minimized as a function of the sam-
pling interval, 7. It is used electronic spreadsheet in Microsoft Excel 2010 to conduct a search
of the optimal design parameter ().
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