Estatistica e Probabilidade

Frases

“Uma probabilidade razoavel é a Unica certeza”

Samuel Howe

“A experiéncia ndo permite nunca atingir a

certeza absoluta. Nao devemos procurar obter
mais que uma probabilidade .”

Bertrand Russel
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Variaveis Aleatérias

Variavel Aleatoria

» Variavel que tem um valor numérico Unico
para cada resultado de um experimento
aleatdrio.

* Representada geralmente por uma letra
mai Uscula.

Variavel Aleatéria Discreta

* Ou admitem um nimero finito de valores ou
tem uma quantidade enumeravel de valores,

» ‘Enumeravel’ refere-se ao fato que podem
ser infinitos valores, mas que sdo resultados
de um processo de contagem.




Funcéo de Probabilidade

o Gréfico, tabela ou féormula que da a
probabilidade de cada vaor da varidvel
aeatdria

Funcao de Probabilidade — Condi¢cbes

e Paraqualquer vaor de x:
0=P(x)=1
e A soma da probabilidade de todos os
valores possiveis davaridvel €1
? P =1

Exemplo — Distribui¢cdo Vendas Diarias
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Exemplo — Gréfico da Distribuicdo de
Probabilidades
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Funcao de Probabilidade — Parametros
« Esperanca (Média): m:é X P(%)
. Variancia 2=8 (% - M p(x)

« Desvio padr&o: =Js?

Variavel Aleatéria Continua

» Toma um nUmero infinito ndo-enumeravel
devalores.

e Esses valores podem ser associados a
medigdes em uma escala continua (sem
lacunas ou interrupgdes).




Funcéo de Densidade

* Gréfico de uma distribuicéo de probabilidade
continua
OA éreatotal sob acurvadeve ser 1,
OA curvando deve estar abaixo do eixo das
abcissas (X)
» Ha correspondéncia entre probabilidade e
areas dafuncdo de densidade (areatotal 1)

Funcao de Densidade — Parametros

. Esperanca (Média): M= O f (X)dx

Ry

* Variancia s?= ¢fx- m?f(x)dx

Ry

+ Desvio padréo: s =+s?

Distribuicdo Normal




Distribuicdo Normal

* Variavel deatéria continua

~ . ) 1 i lax- mofl
. 3 f = - = Ty
Fungdo de densidade:  (x) s O 28 s o]

A curva tem forma de um
sino e é simétrica

n
Valor

Exemplo
* Alturas de mulheres e homens adultos

Mulheres:
U= 1,615
S = 0,0635

1,615 1,753
Alturas (m)

Regra Empirica
e 99,7% estdo dentro de 3 desvios-padréo a contar damédia____,

95% estéo
dentro de 2 desvios-padrao

[ 68%estdo —
dentro de 1 desvio-padrdo

34% 34%
2,4% 2,4%
0,1‘< : : 0,1%
- 13,5% | 13,5% z
: X-3s X - 25 X-s X X+s X+2s X+ 3s




Distribuicdo Normal Padronizada
* Distribui¢&o normal com:

OMédia 0

ODesvio padro: 1

. Arealidana
Area=0,3413 Tabela
0,4429
+ + U + i T
-2 -1 0 1 2 3 0 z=158
Escore(z) =1

Tabela da Distribuicdo Normal Padréo

Tabela A-2 Distribui¢cdo Normal Padréo (2)
00 01 02 03 04 05 06 07 ,08 09

,0000 ,0040 ,0080 ,0120 ,0160 ,0199 ,0239 10279 ,0319 ,0359

E 14983 14984 K
14987 ,4987 14987 14988 ,4988 14989 ,4989 14989 14990 14990




Simetria da Curva
Pelasimetria, estas areas 80 iguais,

0,4925 _/ 0,492

z=-243 0 0 z2=243

Distancias iguais a contar de O

Area a Direita de z

Valor tabelado

0,5-0,3980 = 0,1020

0 z=127

Notacédo

e P(a< Z < h): probabilidade de o valor de z
estar entreaeb

* P(Z > @&): probabilidade de o valor de z ser
maior do que a

* P(Z < a): probabilidade de o valor de z ser
menor do que a




Interpretaqéo das Areas g

Adlcmnar a de 0,5
‘maior do que X'
‘pelo menos X'
‘ndo menos que X’

Sub Somar a
trair
‘menos do que X tIiJeOSI 05

‘no maximo X'

‘n&o maior do que X

Somar

Tumar
‘entre X, e X,

Xl Xz

Determinagao Quantil (1)

Determinacdo do 95° percentil

95% — 5%

! !
0 Z=1,645

(valor de z serd positivo )

Determinacgao Quantil (2)

Determinacdo do 10° percentil
10% — 90%
0,10
_>/ “ T
z=-128 |

(valor de z sera negativo )




Outras Distribuicdes Normais

 Padroniza-se avariavel, utilizando-se atabela
da normal padrdo para os célculos de interesse

* Para padronizag&o:

W média
s: desvio padréo

Converséao para a Normal Padrao

Exemplo (1)
* Peso populacdo feminina
Ou=65kges=125kg
OProbabilidade de peso entre 65 e 90 kg

47,72% das mulherestém

Tabda peso entre 64,9 € 91,2 kg




Exemplo (2)

 Duragdo de carga de bateria de celular:
Ou=20hes=05h
OProbabilidade durar maisde 21 h

0,4772

-/K P( x>2,00)=0,0228

0 2

2,28% de baterias duram mais de 21 horas

Distribuicdo Amostral da Média

E a distribuiciio de probabilidade das médias
amostrais, com todas as amostras de mesmo
tamanho n, da mesma populagéo

Teorema Central do Limite — Hipdteses

» A varidvel aeatéria X tem umadistribuicdo
qualquer (normal, ou ndo), com médiap e
desvio padréo s;

» Amostras aeatorias de tamanho n extraidas
dessa popul agao.




Teorema Central do Limite

e Quando o tamanho da amostra aumenta, a
distribuicio das médias amostrais X tende para
uma distribui¢do normal;

* A média das médias amostrais sera a média
populacional W,

« O desvio padréo das médias amostrais és/v/N

Notacédo
e Médiadas médias amostrais: px= [

* Desvio padréo das médias amostrais. sg=

_S_
n
(erro-padréo da média) m

Exemplo
* Peso populacdo feminina
Ou=65kges=125kg
* Probabilidade de peso maior que 68 kg

_ 680-650 _

z="pg5 =024 0,5-0,0948 = 0,4052

1 =65 68,0
s%= 125

0 0,24




Exemplo

« Em amostras de tamanho 36, probabilidade
de peso médio maior que 68 kg

_ 680-650 _

z=">Hm -1HM 0,5-0,4251 = 0,0749

= 65 68,0

$,=2,08
A 0 144
Comparagéao

* Probabilidade do peso de uma mulher ser maior
que 68,0 kg:
0,4050
* Probabilidade da média de peso de 36 mulheres
ser maior que 68 kg:
0,0749

« E maisfécil um elemento se desviar damédia
da populagdo do que um grupo de 36 elementos.

Inferéncia Estatistica




Intervalo de Confianga

 Estimagdo intervalar do verdadeiro valor de
parémetro populacional

Menor # < parémetro populacional < Maior #

Exemplo: Menor # < yu < Maior #

Grau de Confianca

« E a freqiiéncia relativa de vezes que o
processo de estimacgdo gerara intervalo que
contenha o par@metro populacional.

* E denotado por 1 -a;

+ Geralmente: G de
confianga a
90% 10%
95% 5%
99% 1%

98,08°< p < 98,32°
» Correto:
Estamos 95% confiantes que o intervalo de
98,08 a 98,32 contenha o verdadeiro valor de
v
Se construissemos interval os de confianca a

partir de muitas amostras de mesmo tamanho,
95% deles conteriam o parmetro L.

» Errado:

E de 95% a probabilidade de o verdadeiro
valor [ estar entre 98,08 e 98,32.




Exemplo — Intervalo de Confianca de 20

Amostras
Nao contém o
98.60 pardmetro
9840 I
w= 9820
9800
7180

Valor Critico

E o nimero na fronteira que separa os valores
das estatisticas amostrais provaveis de ocorrer,
dos valores que tém pouco chance de ocorrer.

O Valor Critico Z,

Considerados:
» Normalidade da estatistica de teste
» Fronteirabilateral

al2 al2

.

“Zaj2 z=0 Z
1

Lido naTabela




z,,, para 95% de Confianga

a =005
al2=0,025

0,4750

l Tabela

Zyp= +1,96

025 00:
-1,96 1,96

z,,, para varios Grau de Confianga

Grau de Valor
Confianga Critico

90% 10% 1,645

95% 5% 1,960

99% 1% 2,575

Margem de Erro

+ E améximadiferenca provavel entre o
estimador e o verdadeiravalor do parémetro

populacional.

Limiteinferior Limite superior




Margem de Erro da Média Amostral

Também chamada de erro maximo da estimativa

S
E= Za/zﬁ

X
m
=
X
+
m

Intervalo de Confianca para a Média
Populacional

X-E<p< X+E

H=X +E

(X + E, X - E)

Exemplo

* Estimagdo da renda média do primeiro ano de
trabalho de um bacharel.

ODeterminar tamanho amostral para um nivel de
95% de confianga para que a média da amostra
esteja a menos de $500 da média popul acional ?

OSabe-se por estudos prévios que s = $ 6.250




Exemplo (2)

2
n= @ﬂa—l’zzs 2
e o

+ =600,25

 23,96.62508
n=¢—————=
e 500 g

Amostras de tamanho 601 oferecem 95% de
confianga que sua média difiram em menos de
$500 da verdadeira média populacional.

Distribuic&o t de Student

* Se a distribuicdo de uma populagdo é
essencialmente normal, entdo a distribui¢éo de

:)T-m
s

Jn

€ uma _Distribuicdo t de Student para todas
amostras de tamanho n.

* Valores criticos denotados por t,,.

t

Graus de Liberdade

* Corresponde ao nimero de valores amostrais
gque podem variar apds terem sido impostas
certas restri¢des a todos os valores.

* No caso dat-Sudent:

g=n-1




Tabela Distribuicéo t

raus 005 o1 025 05 10 25

(unilateral) (unilateral) (unilateral) (unilateral) (unilateral) (unilateral)
e Sae o1 02 05 10 2 50

Gilateral) (ilateral) bilateral) Gilateral) (bilateral) Gilateral)
1 63,657 31,821 12,706 6,314 3,078 1,000
2 6,965 4,303 2,920 1,886 816
3 4,541 2,353 1,638 765
4 3,747 2132 1,533 741
5 3,365 2,015 1,476 727
6 3,143 1,943 1,440 718
7 2,998 1,895 1415 711
8 2,896 1,860 1,397 706
9 2,821 1,833 1,383 703
10 2,764 1,812 1,372 700
1 2,118 1,796 1,363 697
12 2,681 1,782 1,356 696
13 2,650 1,771 1,350 694
14 2,625 1,761 1,345 692
15 2,602 1,753 1,341 691
16 2,584 1,746 1337 690
17 2,567 1,740 1,333 689
18 2,552 1,734 1,330 688
19 2,540 1,729 1,328 688
20 2,528 1,725 1,325 687
21 2,518 1,721 1,323 686
22 2,508 1,717 1321 686
23 2,500 1714 1,320 685
24 2,492 1,711 1318 685
25 2,485 1,708 1,316 684
26 2,479 1,706 1315 684
27 2,473 1,703 1314 684
28 2,467 1,701 1,313 683
29 2,462 2,045 1,699 1,311 683
Grande (2) 2.327 1,960 1645 1,282 675

Propriedades

 E diferente de acordo com o tamanho da
amostra.

» Tem a mesma forma geral que a distribuicdo
normal padr&o (forma de sino, com média 0)

Propriedades (2)

» Reflete a maior variabilidade da média
amostral, esperada em pequenas amostras
(caudas mais pesadas).

* Seu desvio-padrdo varia com o tamanho da
amostra, sendo sempre superior ao da normal
padréo (1).




Propriedades (3)

A distribuicdo t de Student se aproxima da
distribuicéio normal padrdo a medidaem quen
cresce

» Em geral, paravaoresn > 30, as diferencas
s80 tdo pequenas que podemos utilizar os
valores da normal padréo

Distribuicdo t — Student paran=3en =12

t — Student

Normal (n=12)

padréo

Exemplo

Objetivo: avaliagdo de tempo de treinamento
foi selecionada
Amostra: 15 empregados
* Resultados amostrais:
OMédia: 53,87 dias
ODesvio-padrzo: 6,82 dias
« Determinar intervalo com 95% de confianga

para [ (tempo médio para treinamento de
todos os empregados da empresa)




Exemplo (2)

X = 53,87 £ olapS _ 2145682
s= 6,82 Jn J15

ty, = 2,145

=3,78

X-E<u< X+E
53,87 — 3,78 <pu< 5387+ 3,78

50,09 <pu< 57,65

Estamos 95% confiantes que este intervalo contenha a
meédia de tempo de treinamento de todos os empregados.

Teste de Hipoéteses

Hipotese

» Em Estatistica, é uma alegagdo ou
afirmac&o sobre uma propriedade de uma
populagéo




Regra do Evento Raro

 Analisar uma amostra para distinguir entre
resultados que podem ocorrer facilmente
daguel es que dificilmente ocorrem.

» Resultados altamente improvaveis:

Sua ocorréncia pode ser explicada por ele
ser efetivamente um evento raro, ou de que
a suposi¢do ndo esta correta.

Exemplo — Médias Amostrais

Objetivo: verificar se aamostra é originéria
de populagdo com média: 98,6

Média da amostra obtida: 98,2

Suposicao: a amostra é suficientemente
grande para a aplicagdo do Teorema Centra
do Limite

Exemplo - Médias Amostrais

Dados amostrais: z= - 6,64 Meédias anostrais
< provaveis

ou
X =98,20

N N

1z = 98,6

7=-196 z= 1,9
ou ou
X=9848 X=9872




Teste de Hip6teses — Componentes

Hipdtese Nulg;
Hipdtese Alternativa
Estatistica de Teste

* Regidpo Critica

Nivel de Significancia

Hipotese Nula — H,

* Afirmagéo sobre valor de paréametro
populacional

 Deve conter uma condicdo de igualdade
=3, 0uE

 Testar diretamente a Hip6tese Nula:

Rejeitar H, ou ndo rejeitar H,

Hipotese Alternativa — H;

* Deve ser verdadeirase H, éfalsa
?,<,>

 ‘oposto’ da Hipétese Nula.




Hipotese de Pesquisa

 Paramontar um teste de hipdtese para apoiar
de pesquisa, €eladeve ser formulada de
maneira a ser a hipotese alternativa.

Estatistica de Teste

* Valor baseado nos dados amostrais que € usado
para tomar uma decisdo sobre a rejeicdo da
hip6tese nula.

» Exemplo:

Para testar afirmacfes sobre médias
populacionais, através de grandes amostras

X-m

S
N

z= X

Regido Critica

« Conjunto de todos os valores da estatistica
de teste que levam arejeicdo de H,,

Regido
Critica




Regido de Aceitagéo

» Vaores da estatistica de teste que ndo levam a
rejeicdo de H,
« E 0 conjunto complementar & regio critica.

Nivel de Significancia

+ E aprobabilidade de rejeitar H, quando ela
€ verdadeira.

« E tipicamente pré-determinado, sendo
comum as escolhas:
0,05; 0,01 e 0,10

* Notacéo a

Valores Criticos

* Valor(es) que separa(m) aregido criticada
regi&o de aceitaco.

NZo rejeitaH >

\ iti
A




Tipos de Teste

* As caudas em uma distribui¢do sd0 as regides
extremas delimitadas por valores criticos.
* Tiposdeteste:
OBilateral
OUnilateral esquerdo
OUnilateral direito

Teste Bilateral

Ho: W=y Vs Hii Bt 1y
t

I menor ou maior que I

NeoRstat

Ho

Valores que sfo significativamente distantes de |,

a édividido igualmente entre as duas caudas da regido critica

Teste Unilateral Direito

Ho HE Vs Hyp>

Pontos a direita

< Nordeitat,

Valores significativamente

/Ni stantes de 100

I |
Ho




Teste Unilateral Esquerdo

Ho = HoVs Hpi i< 1o

17 Pontos a esquerda
Néo rejeitaH, :>

Valores significativamente

di stmlgy"\

— |
Ho

Terminologia das Conclusdes Finais

A afirmagao
original contém

©

acondiczo de
igualdade?

pera garantir a que afirmagzo|
rejeicéo da afirmagzo de origind &
que. .. (afirmagzo origind).” | rejeitad).

esetomaHy)

. “Néo héevidéncia
Nao

x suficiente para garantir a

(A afirmagzo original @ v
S\?mwﬂtéﬂa ¢ rejeigao da afirmagéo de
igualdade e se que. .. (afirmagzo original).”
tomaHy)

*0s dados amostrais (Unico caso em
apbiam aafirmagéo de que | que aafirmagao
(afirmagzo original).” | original ¢
apoiada

reeitar Ho “Nao hé evidencia amostral

peraapoiar
que. .. (afirmagéo original)."

Erro Tipo |
» Oerroderejeitar aH, quando ela é verdadeira.

» O nivel designificanciaa é a probabilidade de
um errotipo .

* Exemplo:

Rejeitar a afirmagdo de que atemperatura do
corpo é 37°C, quando ela é, de fato, 37°C.




Erro Tipo Il

Erro de ndo regjeitar H, quando ela é falsa
A probabilidade do erro tipo Il é 3.

Exemplo:

N&o rejeitar a afirmacao de que atemperatura do
corpo é 37°C, quando ela é, defato, falsa (amédia
n&o é 37°C).

Erros Tipo | e Tipo Il

Estado da Natureza
Hq Ho
Verdadeira Falsa
o Errotipo | Acerto
Rejeigéo de H, @ (1-B)
Decisdo
Acerto ;
s Errotipo Il
N&o rejeicéio de H,, _

Controle dos Erros Tipo | e Tipo Il

Para a fixo, aumentar o tamanho da amostran
reduz o valor de [3;

Paran fixo, diminuir a levaaum aumento de 3
(ou, vice-versa);

Parareducéo de a e 3, deve-se aumentar n.




Poder do Teste

+ E aprobabilidade (1 - R) de rejeitar umaH,
falsa
* E calculada para:
Oum nivel de significanciaa, e

Oum valor do parametro que sgja aternativa para o
valor de H,,.

Teste de Hipdteses — Método Classico

* Utilizauma estatistica de teste (fungéo dos
dados da amostra), comparado-a com um
valor critico.

» Exemplo:

Estatistica de teste para Afirmagdes sobre
(suposicéo de normalidade)
_X- Mg

Z=
S
Jn

Passos do Teste

« |dentificar as hipéteses a ser testada;
¢ Colocélas em formasimbdlica;
* Ho contém a condicéo de igualdade;

* Escolher o nivel de significancia a, baseando-se na
gravidade de um erro tipo | (Em geral, 0,05 e 0,01):
O. Tomar a pequeno se as consequiéncias da rejeicio
de uma Ho verdadeira sdo sérias.




Passos do Teste (2)

e Escolher a estatistica relevante para este teste e
determinar sua distribuigdo amostral .

« Determinar os valores criticos e aregido critica.

« Critério de Decisfo:
Rejeitar Ho se a edtatistica de teste estd na regido
critica, caso contrério, ndo rejeitar Ho.

« Concluir sobre o texto no contexto do problema

Método do Valor p
* Similar ao método tradicional;

* Procedimento para tomada de decisao:

Determinar a probabilidade (Valor p) de se
obter um resultado mais favoravel contraH,

Se o Valor p é muito baixo rejeita-se H,,.

Valor p — Defini¢céo

« E aprobabilidade de se obter um valor da
estatistica de teste pelo menos tao extremo
como o observado, supondo-se que H, seja
verdadeira.




Valor P Interpretacao

Valor p pequeno Resultados amostrais incomuns.
(=0,05) Diferenca significante de H,.

Resultados amostrais néo sdo

Valor p grande incomuns.
(>005) N3o ha diferenca significante
deH,.

Teste de HipGteses — Razdo Subjacente

e Dada uma suposicdo observada, se a
probabilidade de obtermos a amostra observada
€ pequena, entdo provavelmente a suposicao
ndo é correta.

* Ao se testar uma afirmagdo (H,), supde-se que
ela contenha a igualdade. Essa suposicdo é
comparada com os dados amostrais.

Teste de Hipéteses — Conclus6es

e Se o0s resultados amostrais podem ocorrer
facilmente quando a suposi¢do (H,) € verdadeira,
atribue-se a0 acaso a diferenca pequena encontrada
entre a suposi¢ao e os resultados amostrais.

e Se os resultados amostrais sdo improvaveis de
ocorrer (sob Hy), explicase a diferenca
(relativamente grande) entre H, e os resultados
amostrais supondo-se que ela ndo seja verdadeira.
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