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Resumo

Seja F o nucleo estimador usual da funcdo de distribui¢do de uma
varidvel aleatdria, baseado em uma amostra X, ---, X,,. Em muitas
aplicagbes préticas, sabe-se que X > ¢ e/ou X < d, para constantes
¢ e d dadas ou a serem estimadas. Este trabalho estuda modifi-
cacdes de F¥ que denominaremos “Método da Reflexdo Invertida”,
que incorpora estas informacgoes adicionais no estimador Fj,, o qual
possui suporte [¢, oo]. Este estimador é interpretado de uma maneira
que permite o uso das conhecidas propriedades de convergéncia do
nicleo estimador no estudo do comportamento de Fj,. Apresentamos
também resultados de simulagoes de grande porte, avaliando o de-
sempenho do estimador, além de uma comparacdo com a estimacao
de funcao de distribuicdo através da integral do nicleo estimador da
funcao densidade. Este trabalho é baseado em Schuster (1985).
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Problema de Fronteira, Funcao Caracteristica.

1 Introducao

Dada uma amostra aleatéria Xy, - - -, X, de uma varidvel aleatéria continua X,
com funcdo de distribuicdo F', define-se o estimador de F, avaliado no ponto z,
por:

1 — z — X;
F*(z) == K 1
2= () )

onde K é uma funcao de distribui¢do, sendo denominado nitcleo e h,, é cha-
mado de pardmetro de suavidade.

Assumiremos que a funcdo de densidade k& = K' é limitada, simétrica, con-
tinuamente diferencidvel, tem suporte compacto e 0 < [#?k(t)dt = ko < 0.
Assumiremos também que h, — 0 e nh, — oco,quandon — oo. A taxa de



convergeéncia e a suavidade do niticleo estimador dependem da escolha de uma
largura de janela. A partir daqui, para simplificacdo, escreveremos h em lugar
de h,, e, quando nao houver indicacao dos limites de integracao, assume-se que
a integral é sobre toda a reta.

Em muitas aplicagbes praticas, sabe-se que X > ¢ e/ou X < d, dadas as cons-
tantes c e d. Adicionalmente, pode-se conhecer os valores de f(c) e f(d). Nestes
casos é importante modificar o estimador F;f(xz) de F(z) para incorporar esta
informacao adicional. Neste trabalho, estudamos modifcagoes que denominare-
mos “imagem invertida” de F); que incorpora a informacdo adicional em nosso
estimador F),. Assim, podemos interpretar F; de maneira a podermos usar as
mais conhecidas propriedades de convergéncia dos nicleos estimadores.

2 Restricoes no Suporte de F

O problema bésico com o nicleo estimador usual é que dada a defini¢do de F};

em (1), ela pode assumir valores positivos, mesmo para x < ¢, embora F'(z) = 0

para z < c¢. Se X; é préximo a ¢, entdo parte da contribuicio de X; para
1 z—X

F}(x), dada por K;(z) = —K < -
n

(fig. 1). O estimador proposto F), incorpora a massa de probabilidade alocada

em (—o0,c) de volta para [c,00), subtraindo o da “imagem refletida” ,dado por

2c—x — X;
1K T’) para K;(z). Para x > c o efeito é subtrair o termo “imagem

refletida” F(2¢c — z) de F(z) para produzir o estimador F,(z).

Z), avanca sobre o intervalo (—oo,c)

Motivados pela abordagem dada por Schuster (1985) [5] no tratamento de pro-
blemas de fronteira na estimacdo da funcao de densidade, estamos propondo o
nicleo estimador corrigido, dado pela expressdo abaixo, que aloca a probabili-
dade distribuida para os valores de z < ¢ de volta para o intervalo [¢, 00) que
é o suporte de F' e que supomos conhecido. Assumiremos que X > ¢, onde ¢ é
conhecida.

Fo,(z) = Fi(x—c)—F;(2c—x),sex>c
= 0,sex<c (2)

Sem perda de generalidade, verifica-se para ¢ = 0 que o estimador proposto é
funccéo de distribuicdo. Assim, dado que F,(z) = Fi(x) + F*(—x), temos que:

1. lim F,(z) =0

z—0

2. lim F,(z) = lim F;(z)— lim F;(-z)=1

Tr— 00 T—>00 T—r00

3. Se x <y, entdo:

Fo(z) = Fa(z) - Fy(-x)
< Fi(y) - Fr(==
< Fi(y) - Fo(—y



atendendo portanto aos requisitos de uma funcao de distribuicdo com suporte
em|[0, o).

A partir das evidéncias empiricas alentadoras oferecidas pelas simulacoes efetu-
adas, estamos estudando as caracteristicas assintdticas deste estimador, além de
seu desempenho em situacoes em que possamos nos defrontar com o problema
de fronteira na estimacao da funcao de distribuicao.

3 Escolha da Janela Otima

A escolha do nicleo K ndo é muito crucial, mas a escolha do parametro de
suavidade é um sério problema que tem sido tratado exaustivamente na litera-
tura. Em geral, h é escolhido de maneira que F,(z) seja um 6timo estimador
de F, de acordo com alguma medida de desempenho, sendo comum o uso do
erro quadratico médio integrado, MISE (Mean Integrated Squared Error) que é
definido como:

MISE(h) = E / {Fulw) - F(ac)}2 (3)

Esté disponivel hd algum tempo uma expressdo para a janela que minimiza o
MISE(h), verificando-se que este valor 6timo, h,p; infelizmente depende da
funcdo desconhecida F'. Precisamos entao estimar h,,; a partir dos dados ob-
servados. De Bowman et al (1998) [3], obtemos a expressao da janela 6tima:

mm:{ [WE - W @) do }”qu "
[f 22dW (2)]” [ [F"(2)]? da

A literatura aborda de vérias maneiras a escolha da janela étima h,p:, haven-
do uma grande demanda por procedimentos automdticos para selecdo da janela.

Uma abordagem possivel na escolha da janela 6tima é através da utilizacao
de método “plug-in”, que estima o valor da tnica quantidade desconhecida na
expressao do erro quadratico médio integrado assintdtico, ou seja, a parcela de-
pendente da fungdo que se quer estimar ([ [F”']?, no caso da estimagao da funcao
de distribuigdo). Salienta-se que o método “plug-in” tem a aparente vantagem
de, em seu calculo, nao necessitar de uma rotina de otimizacao.

Chiu [4] prestou importante colaboracdo ao propor estimadores “plug-in” ajus-
tados, baseados em fungdes caracteristicas. Utilizamos o estimador da fungao de
distribuicdo andlogo ao estimador proposto por Chiu baseado na estimacao de
H=[[F" (2)]? dz, que é a tinica quantidade desconhecida na expressio de Ay
(4). Esse valor é estimando usando a fungio caracteristica empirica da amostra.
Em Atuncar, Bessegato e Duczmal [1], verifica -se que H pode ser aproximada
por:

o1 1

=1 [ 2 oo - 2] ax Q

0

™ n

onde A = min {)\ : |<,2J()\)|2 < %}, para algum C' > 1.

Substituimos H em lugar de H na expressio (4) e obtemos um estimador ﬁopt,
para hopt.



4 Simulacao

Foram realizadas simulacoes de grande porte. Os resultados mostram que a
correcao melhora significativamente o estimador. Resultados tipicos dessas si-
mulagoes sdo mostrados nas figuras (1), (2). A figura (1) mostra os gréficos
de F, F,, e F} com tamanho amostral n = 100. Pode-se observar a qualidade
dos estimadores. A figura (2) mostra os grafico com n = 50. Pode-se obser-
var nesse grafico que F,, tem um desempenho muito fraco e a corre¢do melhora
significativamente o desempenho do estimador.
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Figura 1: Exponencial A =1, amostra n=100.
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Figura 2: Exponencial A = 1, amostra n=50.
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