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Resumo. O método de suaviz&p por ricleo estimadores tem sido amplamente utilizado
em estima@es funcionais em sua&nas aplicages. A efi@ncia da metodologié bastante
sengvel ao valor adotado para o pametro de suaviz&p. Dentre as &ria metodologias
disporiveis para sua escolha, destacam-se aquelas que utilizagtadm‘plug-in’ baseado na
funcdo caractetstica emfirica. Neste trabalho detalhamos uma biblioteca de G@s;com a
metodologia citada, desenvolvida para uso no pacote issitad livre R. A itulo de exempilo,
apresentamos uma aplicag da metodologia na aatise de uma situaip real.
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1. INTRODUCAO

Ao fazermos inferéncia de um modelo especifico, & pekshter um ganho muito grande
em eficiéncia, mas somente se o modelo assumido for pelosapnaximadamente verdadeiro.
Se 0 modelo assumido nao estiver correto, as inferénoidsnp ser piores e indteis, levando
a enganos grosseiros na interpretacao dos dados. Asdalizmente, a forca da modelagem
paramétrica & também sua fraqueza.

Os métodos de suavizacao oferecem uma ponte entre ta@keser nenhuma hipbtese na
estrutura formal (abordagem puramente nao-paramgtieatabelecer hipoteses muito fortes
(abordagem paramétrica). A adocao de uma hipotesevesteente fraca de que a verdadeira
forma funcional &€ suave, permite a extracao de mais nmgdes dos dados do que seria
possivel por uma abordagem puramente nao paramétsgiay aomo o abandono de hipbteses
parameétricas rigidas, fornecendo, em consequénébsas ao mesmo tempo flexiveis e ro-
bustas. Assim, os métodos de suavizacao oferecem coi@nefec uma maneira de ressaltar
importantes estruturas subjacentes aos dados.

A suavizacao por nicleo estimador & um método basthfintedido na estimacao da funcao
densidade de probabilidade, da funcao de distribuiighprobabilidade subajacente a um con-
junto de dados observados, aléem de ser uma metodologtadplna estimacao da funcao de
intensidade de um processo de Poisson hao-homogéneameadencao de regressao.

Uma questao crucial na aplicacao desta metodologia &@exrdinacao da janela, que
controla o grau de suavizacao dos dados.h ®emuito pequeno, admite-se demasiado ruido
amostral e sé& &€ muito grande, perdem-se caracteristicas da curvaaeavidipersuavizacao.
A taxa de convergéncia e a suavidade do estimador dependesscdlha da largura desta
janela, tornando-se de extrema relevancia estudar ekinesde janela 6tima para a obtencao
da estimacao mais apropriada da funcao que exprimabapilaade de ocorréncia dos dados.
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A literatura aborda de varias maneiras a escolha da jatieta /,,. Embora, na pratica,
seja possivel escolher o parametro de suavizacao deiraanbjetiva, ha uma grande demanda
por procedimentos automaticos para selecao da janelaelédor automatico mais estudado
€ o da funcao escore de validacao cruzada de minimadrgdos. Embora o minimizador
da funcao escore de validacao cruzada seja uma umaagigraonsistente da janela 6tima e
possua normalidade assintotica, verifica-se que as dst@maa janela proveniente dos pro-
cedimentos de validacao cruzada apresentam uma grandbiM@ade, impactando assim a
estimativa funcional desejada. Estudos de simulacdodran que o seletor tende a escolher
valores de janela menores, com mais frequiéncia que otpeelos teoremas assintoticos.

Outra abordagem possivel na escolha da janela 6timaeéatdo método ‘plug-in’ que
estima o valor da Gnica quantidade desconhecida na e&prgse define o valor 6timo dg
ou seja, a parcela dependente da fung&o que se quer e§fiffdf, no caso da estimacao da
funcao de densidade of{F"]? no caso da estimagdo da funcao de distribuicao).eSalise
gue o método ‘plug-in’, quando aplicavel, tem a vantagereth seu calculo, nao necessitar de
uma rotina de otimizagao. Os estimadores ‘plug-in’ zaitlos no presente trabalho baseiam-se
em func¢des caracteristicas, cujo comportamento foidesto por Damasceno (2000), no caso
da estimacgao da funcao de densidade e por Bessegath) (200caso da estimacao da funcao
de distribuicao.

O objetivo principal deste trabalho & apresentar e detalmaconjunto de funcdes desen-
volvidas em R que sao (teis na estimacao funcional deamuugto isolado de dados observa-
dos. Apresenta-se uma aplicacao do método.

2. ESTIMACAO FUNCIONAL

Inicialmente, nosso problema de interesse sera estimangid de densidade de proba-
bilidade f ou a funcao de distribuicad de uma variavel aleatoria continua, a partir de uma
amostra aleatoriz’(, - - - , X,.

O estimador da funcao de densidade mais utilizado & odrestna. Nesse gréafico a area da
barra & equivalente a proporcao de observagdes avaib ao qual pertencem. A amplitude
desses intervalos basicamente controla a suavidade dedimmento. Este estimador tem duas
importantes limitacdes: a dependéncia do comprimeatimegrvalo e o fato de nao constituir
uma curva continua.

Essa Ultima limitacao do histograma incentivou a prace estimadores continuos. Assim,
utilizando a idéia de probabilidade freqiientista, esfedeu-se o estimadgrda densidadg
de uma variavel aleatoria conting cuja expressao € dada por:

~

f(l“):%[

escolhendo-se um numekgequeno. Esta funcao & chamada de estimador natural.

Para superar algumas das limitacdes deste estimadoragioufar o fato def nzo ser
continua, generaliza-se sua expressao, tomando umacdfunicleot satisfazendo a condigao
de queffooo k(x)dz = 1. Esta funcdo tem a finalidade de ponderar a distancia estdados
observados e o0 ponto em que se deseja estimar a densidader&dagsume-se queé uma
funcao de densidade simétrica. Assim, o nlcleo estimenim nicled: & dado por:

fia) = n—ﬂle (=) @

Pode-se verificar que quando o parametro de suavidlddemuito pequeno, o resultado
da estimativa da funcao de densidade tende a produzitasts falsas que apresentam cur-

# de X|s € (x — h;z + h)] (1)
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vas muito irregulares. Ja quanéi@ escolhido grande o resultado da estimativa da funcéao de
densidade tende a super-suavifgar

Da propria definicao do nlucleo-estimador, seguem asgymopriedades elementares, den-
tres as quais a mais importante talvez seja a defqnerdara todas as propriedades de con-
tinuidade e diferenciabilidade do nlcléo Assim, sek for uma fungao de densidade normal,
entdof sera uma curva suave tendo derivadas de todas as ordens.

O método do nlcleo estimador também é utilizado na esfim da funcéo de distribuicao.
De maneira similar ao caso da funcao de densidade, defioevscleo estimador de F, avaliado
no pontox, por:

~ 1 Tr — Xz
F(x)—E;K< - ) (3)
onde o nlcleds & uma funcao de distribuicao de probabilidade. De nmaraaloga ao caso
da estimacao da fun¢ao de densidade, a taxa de cone@agea suavidade do nlcleo estimador
dependem da escolha de uma largura de janela. A partir dzayai simplificacao,quando nao
houver indicacao dos limites de integracao, assuntpisa integral & sobre toda a reta.

No caso em que os pontd§, - - -, X,, sdo uma realizacao no intervalp 7'] de um pro-
cesso de Poisson nao homogéneo, o nicleo estimador fiengda de intensidade avaliado
no pontot & dado por:

Alt) = %Zk (t ‘hXi) (4)

A (nica diferenca em relagao ao estimador definido em(Exg a auséncia do fatar?,
ja que essa funcao pode ser interpretada como o nimesbsgevacdes em um determinado
intervalo, enquanto a densidade & uma proporcao deas/ent

Quando o suporte da funcao a ser estimada € limitadoclemestimador tem um desem-
penho insatisfatorio nas fronteiras do intervalo. Emlsaaaiba que o nlcleo estimador seja
viciado, nas proximidades das fronteiras do intervalooiovilo estimador & ainda maior que
em seu interior, com tendéncia a subestimacao.

Para correcao deste problema ja foram propostas véoiagdes. Devido a sua grande
simplicidade de implementacao e a sua natureza intudivaétodo da reflexao se destaca dos
demais e baseia-se na idéia de transformar os dados de medaajescala transformada, a
funcao a ser estimada tenha suporte ilimitado. Istoté fefletindo-se os pontos em torno do
ponto de fronteira.

Implementamos a rotina para o caso &> (0. Neste caso, o nucleo estimador corrigido
da funcao de densidade & dado por:

oSSR (5]

A janelah é selecionada através do método ‘plug-in’ modificadoadotado nas demais
estimacoes funcionais. Em todos as situacoes de estomalacionadas anteriormente, assume-
se que a funcao de densiddde- K’ é limitada, simétrica, continuamente diferenciaveinc
suporte compacto @ < [ t?k(t)dt = ky < co. Assume-se também quge — 0 enh, —

oo, quando n — oo.
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3. ESCOLHA DA JANELA OTIMA

A escolha do nlcleo nao & muito crucial, mas a escolharga um sério problema
que tem sido tratado exaustivamente na literatura. Em,ge&lkescolhido de maneira que o
nacleo estimador seja um estimador 6timo da funcao easse, de acordo a alguma medida
de desempenho. No caso da fung¢ao de densidade & comuar avdésempenho do nlcleo
estimadorf através do Erro Quadratico Integrado (ISE-Integratash@el Error), dado por:

1s£0) = [ {f@) - @)} s (6)

e seu valor esperado, o Erro Quadratico Médio Integrad@BvMean Squared Error), dado
por:

MISE(h) = E [ / { Ffulz) — f(x)}zdx] - / Varf(z)dz + / vici*f(x)de  (7)

sendo que, a igualdade final pode ser obtida através deigntages elementares de média e
variancia.

A partir de uma analise assintotica d6/SFE(h) pode-se verificar que pequenos valores
de s aumentam a variancia assintotica e, desta maneira,raagista f (2) resultante tera uma
aparéncia muito irregular. Por outro lado, como o vicieeatimacao d¢ (z) depende direta-
mente da amplitude da janelavalores grandes dereduzem a variancia assint(')ticaﬁl(ec)
mas aumenta o vicio assintotico. Salienta-se que o vi@iestimacao d¢(x) nao depende
diretamente do tamanho da amostra, mas da amplitude da janel

A partir da expressao do ‘MISE’ assintotico, o valor aine/ € dado por:

hop = ky 2/° { / k(t)th} " { / f”(m)%lm} o n-\/° (8)

ondek, & uma constante que depende do nicleo utilizado. Da EgpéB)ebe-se que a
janela nao & disponivel na pratica, pois, ela dependerg@o de densidade desconhecfda

Ha varios métodos propostos para estimar a janela @ipeatir de uma amostra aleatoria
Xy, X

Uma aproximacao comum na selecao automatica da j@nelater uma estimativa do
MISE(h) e através de sua minimiza¢ao estima:ge. O Método da Validagao Cruzada por
Minimos Quadrados, proposto por Rudemo (1982) e Bowma¥(1® o mais antigo e o mais
estudado dos métodos de escolha da janela. Entretanfmarse que este método sofre muito
com a variacao amostral, isto €, para diferentes ansd&ranesma distribuicao, as janelas esti-
madas apresentam uma grande variabilidade. Uma outradagean do método & que a funcao
a ser minimizada apresenta frequentemente diversosno$nicom alguns deles espdrios, situ-
ados na regiao de sub-suavizacao. Por outro lado, agwemes ocorre o problema de nao
existir minimo.

Uma outra abordagem possivel na escolha da janela ottnav&s da utilizacao de método
‘plug-in’, que estima o valor da Gnica quantidade descoitfzena expressao do erro quadratico
médio integrado assintotico na Eq. (7), ou sefd,f”)?, parcela dependente da funcdo de
densidade que se quer estimar. Esta estimativa seréadtliza Eq. (8) para se obtky,.
Salienta-se que o método ‘plug-in’ tem a aparente vantatggram seu calculo, ndo necessitar
de uma rotina de otimizacao.
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Este trabalho foca a estimacao da janela 6tima de niedémadores de diversos tipos
de funcBes utilizando-se de funcdes caracteristioasstrais. Chiu (1991) prestou importante
colaboracao ao propor inicialmente estimadores ‘phigjustados, para a funcao de densidade,
baseados em func¢Oes caracteristicas para encontraexpn@ssao equivalente a quantidade
desconhecid& = [ (f"(x))’ na Eg. (8).

Pela Formula da Inversao e Identidade de Parseval, pogae:

G = / 1 :—/ IO 9)

sendo quep(\) é a funcao caracteristica da densidade, definida por:

o) = [ e fapts (10
A funcao caracteristica amostral &€ definida por:

P _ l - iIAX;

PN == e (11)

j=1
A partir desta definicao, temos que:

GO = |:Zj cos ()\Xj)rJr [E]’ Sen(AXj)r

n n

(12)

Chiu (1991), buscando uma melhor regra de selecao dajgmelpds modificar a funcao
caracteristica amostral abaixo de alguma frequiénci@de \. Seu estimador dé & dado por:

A
G=1 [t leE- o) o (13)
T Jo

Primeiramente, encontramasque & o primeiro valor da tal que|@(\)|* < ¢/n parac >
1. Essa constanteimpacta no resultado mesmo quarnde suficientemente suave, verificando-
se que para = 3 a variancia do estimador & a menor. Prova-se aindazj@eim estimador
com boas propriedades assintoticas.

Usando estes resultados, a partir da Eq. (8), estabelegs estimador para a janela 6tima
dado por:

. 15 o 115
hop = k3 2/° [ / k:(t)zdt} [G} nls, (14)

O método oferece uma selecao completamente automatinabaixo esforco computa-
cional em comparacao ao método de validagcao cruzadqylg¢ nao necessita uma rotina de
otimizacao.

No caso do nucleo estimador da funcao de distribuigado pela Eq. (3); € escolhido de
maneira queﬁ(m) seja um 6timo estimador dede acordo com alguma medida de desempenho,
sendo comum o uso do MISE definido como:

MISE(h) = E / {By@) -~ F()} (15)
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Esta disponivel ha algum tempo uma expressao para kajgue minimiza oM ISE(h),
verificando-se que este valor 6timh,,, como no caso da densidade, depende infelizmente
da funcao desconhecida Precisamos entao estimiy, a partir dos dados observados. De
Bowman et al. (1998), obtemos a expressao da janela Otche jor:

1/3

_ J K(@)[1 - K(x)] dx 13

hop = 5 5 n (16)
U zsz(z)} [ [F"(z)]” dx

Utilizando um estimador analogo aquele da densidadesegeso (2001), propds um esti-

mador pard{ = [ [F”(:):)]2 dx, que & a Unica quantidade desconhecida na expressap eia
Eq. (16). Este estimador, & dado por:

1 ™ oy 1
H:—/O A {\go()\) _E] d\ (17)

™

ondeA = min {\: |p(\)]> < €1, para algunC' > 1.
Substituindod em lugar def na Eq. (16) e obtem-se um estima@g;, parah,,, ou seja:

;L _ f K(x)[l — K(SL’)] dx v n—1/3 (18)
¥ |f zzalK(zﬂ2 H

A consisténcia forte dé/ e deﬁop encontram-se provadas em Bessegato (2001).

Dada a equivaléncia entre os métodos estabilizado déag@lo cruzada e ‘plug-in’'modificado,
métodos muito difundidos e com implementacdo compateticonhecida, Travassos (2003)
verificou seu bom desempenho no contexto da estimacamdadule intensidade.

No caso do estimador de densidade com correcao de frarfiggr 5), a janela é sele-
cionada através do método ‘plug-in’ modificado, da mesraagita que nas demais estimacdes
funcionais ja mencionadas neste artigo.

4. FUNCOESEMR

O objetivo do conjunto de funcdes apresentado nestelti@gafacilitar a estimacao fun-
cional de interesse referente a um Unico conjunto de dafldsblioteca utiliza o pacote es-
tatistico R (R Development Core Team, 2006) e pode seragfadioa estimacao da funcao de
densidade, funcao de distribuicao e funcao inteatkédde processos, aléem da correcao de fron-
teira naqueles casos apontados anteriormente nesténtyabal

Em todas estas situacdes, a escolha da janela 6tima daevés do método ‘plug-in’,
utilizando a funcao caracteristica empirica. Alémesdéimacao funcional propriamente dita
pode-se obter os resultados de cada etapa do procedimargejap a determinacao do limite
de integracad,, a estimativa da parcela desconhecida (G, no caso da déesd#, no caso da
distribui¢ao), o céalculo dé,, e o grafico da estimativa funcional. Dependendo das coedi¢
dos dados observados, ha uma rotina que transforma os, dacibsando a implementacao da
metodologia. A Tabela 1 apresenta um resumo das funcspsrdveis.

O método de Simpson foi utilizado nas integracdes nigagmue estdo presentes na maioria
das etapas do processo de integracao. SimulacOesirgemostraram-no adequado ao pro-
cedimento. Dedicamos cuidados especiais com o truncardentdegral, ja que em grande
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Tabela 1: Resumo das Func¢des das Principais da Biblioteca

Comando Argumentos Descricao
alg.lambda (vetor.dados, cota.sup=10, cota.inf=0) Caltu
alg.G (vetor.dados, lambda) Calcula@
alg.H (vetor.dados, lambda) CalculaH
alg.hop.f (vetor.dado§, flag) Calculah,, densidade
alg.hop (vetor.dado#, flag) Calculah,, distribuicao
plug.smooth (vetor.dados,rotulo=NULL) Estimacao da desidade
plug.smooth.F  (vetor.dados,rotulo=NULL) Estimacao daistribuicao
plug.trans (vetor.dados,rotulo=NULL) Estimacao da deidade

com transformacao
plug.trans.F (vetor.dados,rotulo=NULL Estimacao dsrdhuicao

com transformacao
plug.reflex (vetor.dados,rotulo=NULL) Estimacao da demdade

com correcao efeito de fronteira
plug.intensidade (vetor.dados,rotulo=NULL) Estimaca@ intensidade do processo

parte dos calculos, pelo menos um dos limites de integreggide ao infinito de maneira que as
rotinas utilizem intervalos de integracao que assegarenecisao dos resultados.

Ha algumas bibliotecas relacionadas com nucleo estimadbsponiveis em R. Desta-
camos a biblioteca sm, de autoria de Bowman & Azzalini (2@@Senvolvida para GNUR e a
biblioteca KernSmooth, de Wand (2005) Ambos os pacotesieafa a estimacao da densidade,
dando-se a escolha da janela através de variacdes ddard validacao cruzada.

A biblioteca e as instrucdes detalhadas para sua yfizastao disponiveis no endereco
ftp://ftp.est.ufmg.br/pub/nucleo ou diretamente comimpiro autor’.

5. APLICAC AO

A metodologia foi aplicada na estimacao da funcao dmsiiade de acidentes de trabalho
em uma empresa industrial, no periodo de janeiro de 199&eard®o de 2001. A empresa
possui varios setores de negbcios em uma mesma unidade @mo os processos de traba-
Iho sao distintos, buscou-se explorar e analisar suastedisticas também através de técnicas
de suavizacao. Os dados encontram-se na pagina medaiaoina.

A unidade em questao possui uma fabrica de material@éte grande porte com até trés
turnos de trabalho diarios, dependendo do nivel de pémmuecessario ao atendimento das
encomendas. Na mesma unidade encontram-se outros setasaa divisao de prestacao de
Servicos.

Consideramos os acidentes de trabalho como um processeaphaerh queN () € uma
variavel aleatéria de contagem que denota a quantidadeidientes de trabalho no intervalo de
tempol0, t]. A fun¢cao média deste processo é dada/poy = E[N(t)], sendo nosso interesse
estuda-la através de sua funcao de intensidade, defioitio:

A(t) = %A(t). (19)

LAutor correspondente: Lupercio F. Bessegato. E-mail:reip@est.ufmg.br
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Nossa analise supds a existéncia de um processo de ®Poidse homogéneo, com 222
ocorréncias registradas. Na escolha do parametro deagaw, utilizamos a metodologia que
efetua a correcao dos efeitos de fronteira e para gaeaficiéncia da analise, efetuamos uma
transformacao dos dados do tipgo (X).

Além do processo global dos acidentes, analisamos e camparvarios dos processos
relacionados, sendo que, por suas caracteristicas,auestrmais significativa a estratificacao
por tipo de afastamento, em que acidente com afastamenificagiue houve dias de trabalho
perdidos apos a ocorréncia do acidente de trabalho. ©tjias de estratificacdo mostraram-se
pouco informativos.

O processo global de acidentes foi observado entre 1/1/433812/2001. Da funcao de
intensidade estimada (Fig. 1), percebemos um perioddate/eeestabilidade até setembro de
2000, com uma taxa de acidentes crescentes a partir de ard@ando uma deterioragao do
processo de acidentes. Ao aprofundarmos em nossa ampaldsEmos perceber a estabilidade
do processo de acidentes de trabalho com afastamento eiardeto, a partir de setembro de
2000, do processo de acidentes sem afastamento. Estg®eguymodem ser verificadas pelas
respectivas estimativas da fungcao de intensidade, gog@is na Fig. 2.

Estimac@o Funcéo Intensidade - Global

0.5 —

Taxa de Acidentes

I I I I
0 500 1ooo 1500

Inicia Observagha: DLOLFLO9E Dia do Acidente
[Titirms dbservagio: 311272001 (s 1 460)

Figura 1: Estimacao da intensidade do processo global de acidentes

Estimacio Fungdo Intensidade - Comparagio Afastamentos

Taxa de Acidentes
=
a
|

Inicin Ob servagio: 010111998 Dia do Acidente
Ultirma observagio: 311202001 (dia 1 460)

Figura 2: Comparac¢ao da intensidade dos processos por afastamento
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Fica claro nesta aplicacao a importancia da suavizagganalise exploratoria, proporcio-
nando uma visualizacao do comportamento da taxa de de&l@nlongo do tempo que permitiu
a compreensao do historico do processo, indicando osws/gue interferiram em sua evolugao.
Alem disso auxiliou grandemente na verificacao da ctérsisa dos dados e na indicacao dos
proximos passos na modelagem deste processo. Aparergehoeive sub-notificacao dos aci-
dentes sem afastamento em parte do periodo estudado comorante evidéncia empirica de
que nao héa relacao causal entre 0s dois processos.
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AN R LIBRARY FOR KERNEL ESTIMATION
Abstract

The kernel method for functional estimatin has been largslgd to estimate functions
such as the density function, distribution function ancmsity function of a process. The
efficiency of the method is very sensitive to the value adbpte the bandwidth parameter.
Among the best methods availablefor the bandwidth choieghave the plug-in method based
on the empirical characteristic function. In this work wegent a library of functions with the
aforementioned method, developed to be used in the freetiBtista package. For illustration
purposes, we present an application of the method in thgsisalf a real situation.

Keywords

Kernel estimator, bandwidth choice; plug-in method; chaeaistic function; Poisson pro-
cess.



